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Resumo

Neste trabalho, é apresentada a descricdo da posicdo do elemento terminal de um robd, em
funcdo das variaveis de junta, com respeito a um sistema de coordenadas de referéncia. Tais
relagdes sdo de grande importancia para a obtencéo das relacGes entre a velocidade das juntas
e as velocidades linear e angular do elemento terminal e para a obtencdo das equagdes do
movimento. Esta modelagem mostra uma aplicacdo de algebra linear envolvendo matrizes e
transformacdes lineares que pode ser usada pelo professor como motivacdo para os alunos
aprenderem um assunto com inimeras aplicagdes. Além disso, conceitos de trigonometria e
operacdes sobre matrizes também estdo inseridos nesta aplicacao.

Palavras-chave: Rob0; transformagdes lineares; modelagem; ensino e aprendizagem.

1. Introdugéo

A ideia de escrever este artigo surgiu depois de uma pesquisa realizada por alunos de
iniciacdo cientifica, orientados pelo professor Valdecir Bottega, onde foi desenvolvido um
programa em Matlab que gera animages para a simulagdo do movimento de um robd. Como
surgiram varias questdes envolvendo ensino e aprendizagem, pensamos em utilizar o modelo
matematico e o sistema algébrico computacional para o estudo de problemas de multiplicacéo
de matrizes, transformag0es lineares e trigonometria em sala de aula. O objetivo deste estudo

é mostrar uma aplicacdo da algebra linear envolvendo a robotica.
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2. Conceitos de Algebra Linear

Um dos contetdos principais da algebra linear é o estudo das transformacdes lineares
e sua representacéo por meio de matrizes (Lay, 1999).

Definicdo: Uma transformacao (ou aplicagdo) T do 2" no R™ é uma regra que associa
a cada vetor x do R"um vetor T(x) do R™. Notacdo: T:R" > R"

Observacdo: R" é chamado de dominio de T. R™ é o contradominio de T e o
conjunto T(x) é a imagem de X.

As transformacdes lineares possuem muitas aplicacOes, dentre elas: computagdo
gréfica, criptografia, fractais e processamento de sinais (ANTON, 2001).

TransformacOes Matriciais:

Definigdo: Para cada x do R", T(x) € dado por Ax, onde A é uma matriz mxn.

Notagdo: X — Ax

As transformagcbes matriciais possuem diversas aplicacbes. Por exemplo, as
transformacfes de cisalhamento aparecem na fisica, na geologia e em cristalografia.

Destacam-se ainda as transformacdes de projecao, reflexao, rotacdo, dilatacdo e contracao.

3. Modelo Matematico de um Manipulador Robdético

Um manipulador robotico (robd) € formado por bracos (elementos) e juntas
(articulacdes). O problema fundamental da robotica consiste em programar um robd com o
objetivo de executar uma determinada tarefa. Para realizar o controle de um robd é necessario
0 seu estudo mecénico, que se divide em dindmica, estatica e cinematica.

A dinamica considera as causas que produzem e/ou modificam os movimentos dos
corpos. Ja a estética, estuda os corpos em repouso. A cinematica é o estudo do movimento dos
corpos, neste caso, 0s rob6s, desconsiderando as forcas e as massas envolvidas, levando em
conta apenas posicao, velocidade e aceleragdo. Ela cria um mapeamento entre as variaveis de
junta e posicdo e orientacdo de cada segmento do rob6. Assim, o problema central da
cinemaética é como definir a posicdo do elemento terminal do robd. Esse problema é dividido
em duas partes:

o Cinemaética direta: define a posi¢cdo dos bracos em funcdo das variaveis de

junta (comprimentos ou angulos).
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o Cinematica inversa: determina os valores dos angulos para que 0s bracos
atinjam a posicdo desejada.

Para solucionar os problemas de cinematica direta e inversa, é necessario saber
computar as relagdes matematicas entre as posicdes de cada junta. Para isso, adota-se um
sistema de coordenadas por braco, utilizam-se os conceitos de algebra linear, no que se refere
a transformacdes lineares e conceitos de trigonometria também sédo explorados.

A figura 1 mostra um rob6 com trés juntas rotacionais.
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Figura 1: Robé articulado RRR.

Representa-se 0 sistema de coordenadas de referéncia em um novo sistema de
coordenadas, através de rotacdes e translagcdes. As rotagdes ocorrem quando as origens dos
dois sistemas de coordenadas sdo coincidentes, mas 0s eixos ndo sao paralelos. As translacoes
ocorrem quando os dois sistemas de coordenadas sdo paralelos. Por convencdo, as
transformacdes sdo sempre realizadas no eixo z. Na base, ocorre uma rotacdo em torno do
eixo zp, como mostrado na Figura 2a. As novas coordenadas sdo as projecdes do versor de
posicdo em cada um dos eixos coordenados do sistema de referéncia. Essa rotacdo €
transmitida para o sistema de referéncia na junta 2 através de uma translacéo sobre o eixo z,
como mostrado na Figura 2b. A origem P; do sistema transladado é equivalente ao ponto Py

do sistema de referéncia.
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Figura 2: (a) Rotacdo da base. (b) Translacdo da base para a junta 2.

A matriz de rotacdo em torno de z, € dada por

cosd, —send, O]
R,=[send, cosd, O|=[x,y,z] - 1)
0 0 1]
A relacdo entre Py e Py é expressa também na forma matricial
P,= P +d, Rl 1 do [P
d, =[0,0,a,] 1] 10 1)1 : 2
A matriz de translacdo sobre z, é dada por
100 O
0100
TR, = ' 3)
0 01 &
0 00 1

A figura 3 mostra a torcdo em x referente a junta 1.

—Sena
Sena

A

XO = Xl COSOC yl
Figura 3: Torcdo na junta 1.

A matriz de rotagdo em torno de z, é dada por

cosd, —send, O
R, =|send, cosd, O|=[x,VY,,z]. (4)
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A transformacdo total para a junta 1 é dada por
A =RTLR,. (5)
Ou, na forma matricial,

cos¢, —-seng, 0 01 0 O O|1 O 0 0
Al send, cos¢, O 00 1 0O OO0 cosa —sena O
Tl o 0 10[0 01 a0 sena cosa O ©)
0 0 0 1|0 0 0 10 O 0 1
Com a =90°, tem-se para a matriz de transformacao, equacao (6),
cosd, 0 seng, O
, |send, 0 -cosg, 0 ()
0o 1 0 a

0 0 0 1

Para a junta 2, ocorre primeiro uma rotagdo em torno do eixo z e, em seguida, uma

translacéo sobre o0 eixo x, resultando em

A>=RTr, . (8)
Ou, na forma matricial,
cosd, —send, 0 a,cosd,
, |send, cos@d, 0 a,send, 9)
o 0 1 0
0 0 0 1

Para a junta 3, ocorre primeiro uma rotacdo em torno do eixo z e, em seguida, uma
translacéo sobre o0 eixo x, resultando em
A} =RTr, . (10)
Ou, na forma matricial,
cosd, —send, 0 a,cosb,
; | senf; cosd; O a;send,
0 0 1 0 _ (11)
0 0 0 1

A transformacao total do sistema é
To = AAA (12)
obtendo-se
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(13)

onde P, é o ponto das coordenadas de referéncia e P, é o ponto na extremidade do robd.

4. Resultados e Simulagdes

Uma estrutura de paralelepipedos foi implementada em Matlab de maneira a configurar
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um robd articulado RRR tridimensional. Sua posicdo inicial é ilustrada pela Figura 4.

Figura 4: Posicdo inicial do robd RRR tridimensional.

O ponto central do corpo foi colocado na origem do sistema (x,y,z) e o braco foi
colocado em x=0, dentro do corpo.

Outro programa, mais complexo, foi desenvolvido por alunos de iniciacdo cientifica
para que a imagem executasse 0 movimento, simulando um rob6. Nesse caso, ha um outro
angulo para o giro da base. Por exemplo, para: 6;=30°, 8,= - 30°, #;3=90°, onde 6 é o giro da
base, 0, € a revolucdo do braco e 6; € a revolucdo do antebraco, a imagem final da animacéo

é mostrada na Figura 5.

s

X N
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Figura 5: Animacdo robé RRR para 6;=30°,0,= - 30° ¢ 0;=90°.

Com isso, a simulacdo executou os trés movimentos possiveis, dados pelos 3 graus de
liberdade do robd.

A partir da animacdo desenvolvida para o robd articulado RRR tridimensional, foi
possivel gerar também, uma animacao que envolvesse cinematica inversa.

O programa desenvolvido encontra os angulos que devem ser formados para que a
posicao do espaco (x,y,z) desejada seja alcancada.

Por exemplo, seja P o ponto do espaco tridimensional desejado. Para o ponto
P(8,2,11), o rob6 passara de sua posi¢do inicial, ilustrada na Figura 4, para a posicao final
mostrada na Figura 6. Ou seja, a posicao do ponto central do elemento terminal da estrutura
sera o0 ponto P. Para isso, o programa calculou os angulos que devem ser executados na
animacéo resultando nos angulos: 6,=14.0362°, #,=43.3639° e 3= -66.1089°.

12

104

2?3(;_% > < 4
Figura 6: Posicdo do elemento terminal do robd, por cinematica inversa, para a posicao desejada P(8,2,11).

5. Robdtica como Método de Ensino através da Modelagem Mateméatica

Com o uso da matematica podemos modelar diversas circunstancias, e com isso
podem ser resolvidas varias situacdes problemas do cotidiano. Além disso, a modelagem
matematica pode ser também utilizada como metodologia de ensino, pois ajuda e estimula 0s
alunos ao aprendizado.

A Robdtica lida com esses dois propoésitos, pois tenta ser capaz de dar conta de
problematicas da realidade e também esta diretamente ligada a tecnologia e a contetdos de
matematica. Esses podem ser trabalhados tanto no Ensino Médio, como no Ensino Superior e

servem de grande incentivo aos alunos, pois ao se trabalhar com contetdos relacionados,
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principalmente, a trigonometria e a algebra linear podemos citar a robdtica como uma
motivacao e junto a isso, podemos citar jogos e tecnologias que, atualmente fazem parte do
interesse de muitos desses alunos. A ideia aqui € que os alunos do ensino medio interajam
com o programa desenvolvido, modificando parametros e observando os resultados. Ja para
os alunos do ensino superior, espera-se estimular o aprendizado dos conceitos envolvidos e
até mesmo incentivar o desenvolvimento de novos programas.

Uma metodologia diferenciada serve, ndo s para se conseguir uma aprendizagem
significativa, mas também serve para o estimulo a continuacdo dos estudos e uma autonomia
quando se fala em questionamento e pensamento critico por parte do aluno. A modelagem
matematica é um grande aliado para que isso se torne realidade, assim como BARBOSA

destaca:

Modelagem pode ser entendida em termos mais especificos. Do nosso ponto de
vista, trata-se de uma oportunidade para os alunos indagarem situacdes por meio da
matematica sem procedimentos fixados previamente e com possibilidades diversas
de encaminhamento. (2001, p.5)

6. Consideracdes Finais

O objetivo do trabalho desenvolvido foi mostrar uma aplicacao da algebra linear, a fim
de gerar animacdes que simulassem o movimento de um robd, envolvendo cinematica direta e
inversa. Um sistema algébrico computacional foi utilizado para desenvolver uma simulagéo
que encontrasse a posi¢do do elemento terminal do robd em funcdo dos angulos formados
entre os bracos. As matrizes de transformacdo e seus calculos foram implementados em
Matlab (GILAT, 2006), passo a passo e comprimentos hipotéticos foram arbitrados para os
diferentes elementos do robd. Com isso, conseguiu-se rapidez na realizagdo desses calculos e
éxito nas respostas obtidas (BOTTEGA, 1998). Surgiram problemas de multiplicacdo de

matrizes e trigonometria que podem ser explorados pelo professor.
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