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Resumo:

Explorando a geometria Euclidiana com materiais manipulaveis: poligonos e mosaicos, é
uma proposta de minicurso para o XI ENEM, destinada a professores da Educacdo Basica.
O principal objetivo é a abordagem dos poligonos e das isometrias no plano como
ferramentas para a exploracdo dos mosaicos ou pavimentacdes do plano. Procura-se pela
construcdo dos mosaicos a consolidacdo e as aplicacfes de conceitos geométricos tais
como propriedades das figuras planas, dos movimentos rigidos no plano, dos distintos tipos
de mosaicos periodicos e ndo periddicos, destacando a importancia desses temas na
interdisciplinaridade. As atividades serdo desenvolvidas por meio da abordagem de
conceitos geométricos, acompanhadas de experiéncias lddicas com materiais
manipulativos e apresentacdes multimidia. Os trabalhos serdo debatidos depois, no
coletivo, com vistas a consolidacdo dos conceitos geométricos. Com este minicurso
procura-se incrementar o interesse pela geometria, divulgar metodologias de ensino que
incluem tecnologias e avivar as praticas de interdisciplinaridade escolar.

Palavras-chave: geometria, mosaicos, materiais didaticos.

1. Introdugéo
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O meio ambiente constitui hoje, como na antiguidade, motivo de estudo e de
desenvolvimento da capacidade criadora da humanidade e é a Geometria que oferece
maiores possibilidades na hora de experimentar mediante materiais adequados. “A
geometria dos mosaicos desempenha um papel central na arte, na ciéncia e na cultura
islamica.” (Kappraff, 1990, p.167).

O ensino de Geometria na Educacdo Baésica serve ao aluno na andlise e
conhecimento do mundo fisico e de seu entorno habitual assim como na interpretacdo e
assimilacdo de conceitos e propriedades matematicas e das ciéncias que facilitem o
desempenho nesse ambiente. “O estudo dos acontecimentos naturais desde uma
perspectiva geométrica, ademais de ter um interesse cultural intrinseco, tem um enorme
interesse pedagogico para motivar o ensino-aprendizagem da Geometria.” (Alsina, 1997).

A vivéncia geométrica na escola pode ser uma experiéncia de grande valor se a
aprendizagem estd fundamentada em atividades construtivas motivadoras e ludicas. A
metodologia ativa fundamenta o processo de ensino na atividade criativa do aluno, na sua
atividade investigativa, nas suas descobertas, tendo os alunos como 0s proprios
construtores de seus conhecimentos e ao professor como o orientador desse processo.

Os modelos tém importante papel no ensino-aprendizagem da geometria e sdo
utilizados no estudo de fenémenos naturais, de conceitos e na resolugdo de problemas.
Neste minicurso aplicamos diferentes estratégias na abordagem dos temas, utilizando
grande variedade de modelos pedagogicos manipulaveis e a realizacdo de experiéncias que
imprimem um carater ladico as atividades. Todos eles, com as correspondentes descricdes
para a construcdo dos modelos e as solugdes das atividades propostas serdo colocados a
disposicdo dos professores participantes. Neste trabalho apresentamos um nimero maior
de atividades das que serdo abordadas durante o minicurso, este material servira de guia
para as aplicacbes posteriores na pratica escolar e também incluimos algumas

representacdes de solucGes nas atividades que achamos pertinentes.

2. Poligonos
Iniciamos definindo os conceitos basicos e propriedades, visando unificar a linguagem.
Poligono ¢ a figura formada por um conjunto de segmentos tais que:

» ainterseccdo de dois segmentos do conjunto é um ponto extremo ou é vazia;

= cada extremo de um segmento também é extremo de mais um e somente mais um

segmento do conjunto;
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= dois segmentos com uma extremidade comum n&o sao colineares.
Num poligono: os lados sdo 0s segmentos que o determinam; vértices sdo 0s extremos dos
lados; lados adjacentes sdo lados com um vértice comum; vértices consecutivos Sdo 0S
extremos de um mesmo lado; diagonais sdo segmentos que unem Vértices ndo
consecutivos do poligono; angulo interno € o angulo determinado por lados adjacentes do
poligono; angulo externo € o angulo formado por um lado do poligono e pela semirreta
oposta aquela que contém o lado adjacente do poligono.

Os poligonos sao classificados pelo nimero de lados: triangulo (3), quadrilatero (4),
pentdgono (5), ... , n-agono (n lados). Também, os poligonos sdo classificados em
poligonos convexos (poligono contido em um semiplano em relacdo a cada reta que
contém algum de seus lados) e poligonos ndo convexos (caso contrario).

A soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo de n lados €
iguala (n—2) 180°.

O interior de um angulo AOB é 0 conjunto intersecgdo do semiplano determinado
por OA, que contém B, com o semiplano determinado por OB, que contém A. O conjunto
interior de um poligono convexo é a intersec¢cdo dos conjuntos interiores de seus angulos
internos. Regido poligonal é a unido de um poligono e do conjunto interior desse poligono.
Um poligono é equilatero se todos os seus lados sdo congruentes e o poligono é
equiangular se todos os seus angulos sdo congruentes.

Poligono regular é o poligono convexo equilatero e equiangular. Um poligono que néo é
regular é chamado poligono irregular. S&o poligonos regulares: triangulo equilétero,
quadrado, pentadgono regular, etc. Num poligono regular: centro é um ponto interior que
equidista de todos os vértices do poligono; raio € o segmento com uma extremidade no
centro e a outra em um vértice do poligono; angulo central é o angulo com vértice no
centro e lados em dois raios por vértices consecutivos.

Atividade 1. Dar exemplo de poligono irregular equilatero e de poligono irregular

equiangular.

3. Elementos dos mosaicos

Um mosaico ou pavimentagdo P do plano é a unido de um conjunto enumeravel de
figuras planas que recobrem o plano sem superposi¢c0es e sem espacos vazios entre elas,
isto é, P é a unido das figuras planas {P1 P, Ps, ... }, chamadas de ladrilhos ou pecas do

mosaico.
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Consideraremos mosaicos formados por regides poligonais e para simplificar
chamaremos essas figuras simplesmente de poligonos. Duas pecas de um mosaico podem
ter como intersec¢do um segmento ou um ponto ou elas podem ser disjuntas. No primeiro
caso chamamos ao segmento de lado do mosaico e dizemos que as pegas concorrem nesse
lado, no segundo caso o ponto é um vértice do mosaico e o0s lados concorrem nesse Vértice.
Os vértices, lados e ladrilhos de uma pavimentacdo do plano s&o os seus elementos.

Mosaico lado-lado é um mosaico onde os vértices e os lados da pavimentagédo
coincidem com os vertices e os lados dos poligonos que a formam; caso contrario, € um

mosaico nao lado-lado.

4. Mosaicos regulares

Mosaico unicelular ou monoédrico é uma pavimentacdo do plano formada com
copias congruentes de uma mesma figura, chamada célula.

Mosaico regular é um mosaico monoédrico lado-lado cuja célula é um poligono
regular.

Atividade 2. Determinar todos os mosaicos regulares. (Figura 1)

Figura l

5. Mosaicos semirregulares

Mosaico semirregular ou mosaico arquimediano é uma pavimentacdo do plano
com poligonos regulares de dois ou mais tipos diferentes, de lados congruentes e tais que
em cada vertice concorrem as mesmas figuras e na mesma ordem. No mosaico
semirregular todos os vértices ttm a mesma configuracdo. A soma dos angulos internos
dos poligonos regulares que concorrem em cada vértice é igual a quatro retos.
Atividade 3. Mostrar que em um mosaico semirregular existe um minimo de trés e maximo
de seis poligonos regulares concorrentes em cada vértice.
Atividade 4. Mostrar que existem 21 configuracdes lado-lado possiveis, em volta de um
vertice, para a formagdo de mosaicos com poligonos regulares.
Atividade 5. i) Construir todos os mosaicos semirregulares. (Figura 2)
i) Podem ser usados na construgdo (i) um ou mais tipos de poligonos regulares com

numero impar de lados?
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3305 b 2900

Figura 2

6. Mosaicos lado-lado com poligonos irregulares

Atividade 6. i) Construir mosaico unicelular lado-lado com tridngulo irregular arbitrario.
(Figura 3). ii) Analisar se a construcdo de (i) € valida para todo triangulo.

Atividade 7. Formar mosaicos com paralelogramos. (Figura 4).

Atividade 8. i) Formar mosaicos lado-lado unicelular com quadrilatero convexo. (Figura 5)

ii) Formar mosaicos lado-lado monoédrico com quadrilatero ndo-convexo.

Figura 3 Figura 4 Figura 3 Figura 6
s
Atividade 9. Construir mosaicos lado-lado unicelular com j () X \_\ /W\
cada um dos pentagonos da Figura 7. Figura 7

K. Reinhardt provou, em 1927, que poligonos convexos com 7 ou mais lados néo
formam mosaico unicelular lado-lado.
Atividade 10. Formar mosaicos lado-lado com poligonos ndo-convexos. (Figura 8)
Atividade 11. Formar mosaico lado-lado com diferentes poligonos. (Figura 9).
Atividade 12. Formar mosaico unicelular lado-lado com cada um dos pentaminos,

representados na Figura 10.

TLoPTuvwr’il

Figura & Figura 9 Figura 10

7. Mosaicos ndo lado-lado
Atividade 13. Construir mosaicos unicelulares ndo lado- m '
lado com poligonos regulares. (Figura 11) Figura 11

8. Simetrias e mosaicos
Uma isometria é uma transformacéo T do plano euclidiano no plano euclidiano que
preserva as distancias; assim, para qualquer par de pontos A e B do plano, a distancia entre

suas imagens T(A) e T(B) é igual a distancia entre 0s pontos A e B.
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As isometrias do plano séo reflex&o, rotacéo, translacéo e reflexdo com deslizamento.

)4 — A
@—!} . =

Figura 12 Figura 13 Figura 14 Figura 15

- Reflexdo numa dada reta r, chamada eixo de reflexd@o, Figura 12.

- Rotagéo em volta de um ponto fixo O segundo um angulo dado a, Figura 13. O ¢ o centro
de rotacdo. No caso particular quando o = m a isometria € chamado médio giro ou
reflexdo no ponto O.

- Translacdo numa dada direcdo e segundo uma dada distancia, Figura 14.

- Reflexdo com deslizamento ou reflexao deslizante é a composi¢do de uma reflexdo numa
reta dada com uma translacdo segundo uma distancia dada e na direcdo paralela a reta,
Figura 15.

Uma simetria T de um conjunto K € qualquer isometria T que aplica K nele mesmo.
Uma simetria T de K deixa o conjunto K invariante, mesmo que os pontos de K podem ter
sido transformados.

Uma figura F tem simetria de reflexo ou simetria axial com respeito a uma reta r
se a figura é transformada nela mesma por reflexdo com respeito a reta r. Um eixo de
reflexdo de uma figura F é uma reta com a propriedade que para cada ponto P da figura F
0 ponto simétrico P’ com respeito a r também pertence a F.

Atividade 14. Achar as translac@es aplicadas aos hexagonos dos mosaicos da Figura 2.

Uma figura F tem simetria rotacional de &ngulo o com respeito a um ponto O se a
figura é transformada em ela mesma pela rotacdo de angulo de angulo a em torno de O.
Uma figura F tem simetria central com respeito a um ponto A de F se para cada ponto P de
F a imagem P” de P também pertence a F e A é ponto médio do segmento PP". O ponto A é
0 centro de simetria da figura F.

Atividade 15. Determinar 0s eixos de simetria e 0s centros de simetria dos mosaicos
arquimedianos, se existirem.

Atividade 16. Determinar todas as simetrias rotacional das células dos mosaicos da Figura
8, se elas existirem.

O artista holandés Maurice Cornelius Escher dedicou grande parte de sua obra aos
mosaicos com representacgdes intrigantes e surpreendentes.

Atividade 17. i) Determinar as simetrias dos mosaicos de Escher da Figura 16.

Anais do XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica — ISSN 2178-034X Pagina 6



XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica
Curitiba — Parand, 18 a 21 de julho de 2013

ii) Achar a célula de cada um desses mosaicos.

Figura 16
Atividade 18. Observar na Figura 17 o processo de construcao da célula de um mosaico e

descrever as isometrias do plano utilizadas.

OOOLLn A

Figura 17
Atividade 20. Utilizando transformagGes do plano e partindo de uma figura poligonal
qualquer construa seu proprio mosaico. Descreva todas as etapas dessa construcao.

9. Mosaicos periddicos

Mosaicos periddicos sdo as pavimentac6es do plano tais que se séo transladadas em
duas direcdes nédo paralelas e certa distancia entdo eles coincidem novamente. Todos 0s
mosaicos considerados acima sao mosaicos periodicos.

As duas translacdes ndo paralelas associadas a um mosaico periodico podem ser
representadas pelos vetores u, v e todas as translacdes delas por ju+kv, onde j e k séo
nameros inteiros. A partir de um ponto O, o conjunto destas translaces forma uma grade.
Portanto a cada mosaico periodico estd associada uma grade G de paralelogramos
congruentes tal que todos os paralelogramos contém partes idénticas do mosaico.

Atividade 21. Determine uma grade para cada um dos mosaicos das Figuras 8, 9 e 11.

10. Mosaicos ndo-periddicos

Robert Beger, em 1964, construiu com mais de 20000 pecas diferentes, um mosaico
ndo-periodico que ndo é periddico. Roger Penrose, em 1973, construiu um mosaico nédo-
periddico usando somente duas figuras geometricas diferentes, chamadas dardo e pipa,

obtidos a partir de um losango com angulos medindo 72° e 108°, vide Figura 18.

Uma construcdo para o dardo e a pipa consiste em dividir . A

1
-
L

a diagonal maior do losango em dois segmentos, sendo que o f,,‘ff" ]’” R
4 ) : | M

segmento maior sobre a diagonal tem por comprimento a razéo “mw; S O
e I DARDO™
Figura 18 .
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aurea ¢, isto €, aproximadamente 1,618 vezes o0 segmento menor, e logo unir o ponto aureo
aos vértices dos angulos de 108°.

Cada um dos ladrilhos de Penrose separadamente forma mosaico unicelular
periddico porque ambos sdo quadrilateros; portanto, certas regras devem ser estabelecidas
para determinar como eles tém que ser dispostos para garantir que formam um mosaico
ndo-periodico. John Conway facilitou esta tarefa pintando dois arcos coloridos em cada
peca. Cada arco corta os lados como também o eixo de simetria na razdo aurea. A regra
consiste em unir a curva azul (vermelha) de uma peca a outra curva azul (vermelha) de um
dardo ou de uma pipa para formar uma curva azul (vermelha) continua no mosaico.

Atividade 22. Determinar os sete modos em que os dardos e pipas podem ser organizados

ao redor do vértice seguindo as regras enunciadas anteriormente.

Figura 19
Na construcdo de qualquer mosaico de Penrose serdo necessarios exatamente

1,618...tantas pipas como dardos, vide exemplos desses mosaicos na Figura 21.

[

Figura 21

11. Considerac0es Finais

O estudo e construcdes das pavimentagdes do plano, seus elementos, classificagdes
e propriedades é tema importante na programacao escolar pelo seu apelo dinamico, ludico
e estético para o desenvolvimento capacidades e habilidades no ensino-aprendizagem da
geometria. Com este minicurso procura-se avivar o interesse pela geometria, promover a

interdisciplinaridade e contribuir para a melhoria da qualidade do ensino.
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