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Resumo:

Este artigo tem o proposito de discutir como a utilizagdo de diversos registros de
representacdo pode auxiliar os estudantes na resolucdo de problemas envolvendo anélise
combinatéria. O referencial que embasou este trabalho € a teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica, proposta por Raymond Duval. O trabalho foi desenvolvido junto
a uma turma da 22 série do ensino médio de uma escola estadual, no interior do estado de
Minas Gerais. Foram planejadas algumas atividades acerca de problemas envolvendo
analise combinatdria. Este estudo aponta que é compensador desenvolver atividades que
estimulem os alunos a utilizar diferentes registros de representacdo para resolver situacoes
que envolvem problemas de contagem.

Palavras-chave: Andlise combinatéria; resolucdo de problemas; registros de representacao
semidtica.

1. Introducéo

Em nossa experiéncia do dia a dia, lecionando matematica, pudemos perceber que
existem dificuldades nos processos de ensino e aprendizagem da analise combinatoria. As
Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) destacam a importancia de
que o estudo da analise combinatéria se dé, inicialmente, através do uso da arvore de
possibilidades. Com esse tipo de representacdo os alunos tém a oportunidade de discutir
acerca das solugdes encontradas. “A utilizacdo do diagrama de arvores € importante para
clarear a conexdo entre 0s experimentos compostos e a combinatdria, pois permite que

visualizemos a estrutura dos multiplos passos do experimento” (BRASIL, 2006, p. 79).
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No entanto, segundo Elon Lages Lima et al (2006), o que encontramos na maioria
dos livros didaticos sdo formulas “miraculosas™ que os alunos devem utilizar para resolver
certos problemas que envolvem esse tema.

A hipotese da nossa pesquisa (Lima, 2011) é que quando a analise combinatoria é
estudada de forma intuitiva, através do uso da arvore de possibilidades, dos desenhos e de
outros processos intuitivos, os alunos compreendem com mais facilidade o resultado
encontrado. Por outro lado, se as formulas sdo apresentadas de forma pronta e acabadas, 0s
alunos ficam sem saber em qual momento deverdo utilizar cada uma delas e o0 ensino da
anélise combinatoria torna-se tecnicista e operacional. Segundo Esteves (2001), quando
introduzimos o estudo de analise combinatéria dando énfase a arvore de possibilidades, aos
desenhos e a outros processos intuitivos, estamos contribuindo para o desenvolvendo do

raciocinio combinatério do estudante.

2. Raciocinio Combinatorio

Diversos autores, dentre eles Morgado et al (2006), dizem que o estudo da analise
combinatéria de forma intuitiva desenvolve o raciocinio combinatorio do estudante e o
auxilia na transicdo do pensamento simplificado para o pensamento cientifico. Utilizando
inicialmente a contagem direta, o aluno desenvolve de forma gradativa esse tipo de
raciocinio ao analisar, interpretar e encontrar solucdes para 0s problemas propostos.
Geralmente, quando ndo ha& preocupacdo excessiva com formulas, privilegia-se a
construcdo do raciocinio combinatorio e o desenvolvimento do pensamento cientifico.

O raciocinio combinatoério tem importancia tanto no aspecto social, na formacéo de
cidaddos, quanto na formacdo matematica de um estudante, tornando-o flexivel na
utilizacdo de formas para representar ideias matematicas; utilizando desenhos e simbolos e
posteriormente, utilizando a escrita matematica. Essa flexibilidade traz para o aluno maior
facilidade de expressar com mais clareza seus pontos de vista.

Entendemos que o raciocinio combinatério torna o aluno capaz de analisar
situacOes, estabelecer padrbes, criar estratégias, identificar possibilidades, além de
desenvolver seu espirito critico e argumentativo. Segundo Piaget e Inhelder (1995) o
pensamento combinatorio tem essencial importancia no desenvolvimento e aprendizagem
dos estudantes, ja que esse pensamento desenvolve o poder de representar objetos ou

acontecimentos tornando possivel a aquisicao da linguagem ou de simbolos.
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Assim, esse pensamento vai além da enumeragdo de todos os elementos de um
conjunto, podendo envolver o principio multiplicativo, agdes sistematicas, o uso de
estratégias diversas ou mesmo o uso de formulas. Portanto, o desenvolvimento do
raciocinio combinatorio requer continuos experimentos com estratégias e modelos de
contagem.

Muitas dificuldades encontradas no ensino e na aprendizagem de probabilidades
podem estar relacionadas a um raciocinio combinatério pouco desenvolvido. Encontramos
orientagdes nos PCNEM que conduzem ao ensino da analise combinatdéria ndo somente
como a aplicagdo de férmulas, mas como um conteudo que deve ser desenvolvido e
estudado a partir da resolucdo de problemas, objetivando o desenvolvimento do raciocinio

combinatorio:

A Contagem, a0 mesmo tempo em que possibilita uma abordagem mais
completa da probabilidade por si sd, permite também o desenvolvimento de uma
nova forma de pensar em Matematica denominada raciocinio combinatério
(BRASIL, 2002, p. 126).

As férmulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatério desenvolvido
frente a resolucdo de problemas diversos e devem ter a fungdo de simplificar
calculos quando a quantidade de dados é muito grande. Esses contetdos devem
ter maior espago e empenho de trabalho no Ensino Médio, mantendo de perto a
perspectiva da resolucdo de problemas aplicados para se evitar a teorizacdo
excessiva e estéril. Espera-se que assim o aluno possa se orientar frente a
informacdes de natureza estatistica ou probabilistica (BRASIL, 2002, p. 127).

Assim, na tentativa de solucionar problemas de contagem, os alunos aperfeicoam a
maneira de contar os agrupamentos e desenvolvem o raciocinio combinatério.
Consequentemente poderdo desenvolver maior seguranca e criatividade para enfrentar os

problemas do dia a dia.

3. Ateoria dos registros da representacao semiotica em matematica

Duval (2009) afirma ter destacado as representagdes semioticas, quanto ao carater

central que elas tém no funcionamento cognitivo do pensamento matematico.

Para comecar, em matematicas, as representacdes semioticas ndo sdo somente
indispensaveis para fins de comunicacdo, elas sdo necessarias ao
desenvolvimento da atividade matematica. Com efeito, a possibilidade de efetuar
os tratamentos sobre os objetos matematicos depende diretamente do sistema de
representagio semidtico utilizado. E suficiente considerar o caso de célculo
numeérico para se convencer disto. Os procedimentos e seus custos dependem do
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sistema de escrita escolhida: escritura binaria, escritura decimal, escritura
fracionaria. (DUVAL, 2009, p. 15 e 16).

O autor recomenda centrar a aprendizagem especifica sobre variados sistemas de
representacdo, adequadamente avaliados. Dessa forma, a aprendizagem matematica pode
ser favorecida com a utilizacdo de representacdes como registros algebricos, diagramas,
esquemas, entre outras.

Segundo o autor, a distingdo entre 0 objeto matematico e sua representacdo € de
extrema relevancia para o funcionamento cognitivo. Ora, um mesmo objeto matematico
pode ser dado através de representagdes muito diferentes. Duval (2009) diz que toda
confusdo entre o objeto e sua representacdo provoca, com o decorrer do tempo, uma perda
de compreenséo.

A originalidade da atividade matemaética esta para Duval (2009) na mobilizacdo
simultanea de pelo menos dois registros de representacdo a0 mesmo tempo, ou na
possibilidade de fazer a troca a todo 0 momento de registros de representacdo. No entanto,
tal coordenacdo ndo é adquirida naturalmente pelo estudante durante o processo de ensino
e aprendizagem, cabendo, entdo, acGes que possam articular os diferentes registros de um
mesmo objeto.

Segundo Duval (2003), existem dois tipos de transformacdes de representacfes

semidticas que sdo completamente diferentes: os tratamentos e as conversdes.

. Os tratamentos sdo transformacdes de representacBes dentro de um
mesmo registro: por exemplo, efetuar um célculo ficando estritamente no mesmo
sistema de escrita ou de representacdo dos nimeros; resolver uma equagao ou
sistema de equagdes; completar uma figura segundo critérios de conexidade e de
simetria.

. As conversBes sdo transformacBes de representacdes que consistem em
mudar de registro conservando os mesmos objetos denotados: por exemplo,
passar da escrita algébrica de uma equacdo a sua representacao grafica (DUVAL,
2003, p. 16).

Para o pesquisador, do ponto de vista matematico, a conversdo intervém apenas na
escolha do registro no qual os tratamentos a serem efetuados sdo mais econémicos, mais
potentes, ou na obtencdo de um segundo registro que serve de suporte ou de guia aos
tratamentos que se efetuam em outro registro. Do ponto de vista cognitivo, segundo Duval
(2003), a conversdo tem um carater fundamental, pois € ela que conduz aos mecanismos
subjacentes a compreensao.

A transformacdo por conversao de registros de representacdo envolve o fato de os

alunos ndo conseguirem perceber 0 mesmo objeto, quando esse é explorado em mais de
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uma representacdo. De acordo com Duval (2009), para trabalhar a converséo, é necessario
que o estudante saiba transitar entre os diversos tipos de registros.

Como pretendiamos que o0s estudantes utilizassem registros variados para
solucionar os problemas propostos, esta teoria foi bastante importante para nossa pesquisa.
O trabalho com diversas formas de representagdo semiética pode proporcionar aos
estudantes habilidades na utilizacdo desses registros e facilitar o desenvolvimento do

raciocinio combinatorio.

4. Desenvolvimento da pesquisa

A pesquisa foi conduzida durante o segundo semestre de 2010, junto a uma escola
publica de ensino regular. O estudo ocorreu em contexto natural de sala de aula.

Os alunos dessa 22 série do Ensino Médio assistiam seis aulas semanais de
matematica, de 50 minutos cada uma, além de dezenove aulas de outras nove disciplinas.
A turma, composta de vinte e dois alunos, era heterogénea quanto aos niveis de
aprendizagem e homogénea quanto a faixa etaria. Apesar de os alunos terem a mesma
idade, o ritmo de cada um era bem distinto. Enquanto alguns alunos apresentavam grande
dificuldade em Matematica, outros ja a tratavam com mais facilidade.

Um dos objetivos desse trabalho foi o de identificar e verificar as estratégias
utilizadas pelos alunos na resolucdo de problemas envolvendo analise combinatdria, além
de estimular os estudantes a utilizar diferentes registros de representacdo para resolver as
situacOes propostas.

Um conjunto de atividades sobre o estudo de anélise combinatoria foi organizado,
visando a formacdo de habilidades e o desenvolvimento do raciocinio combinatério, que

podem ser adquiridos ao longo da vida escolar do estudante.
5. Resultados
Inicialmente, os estudantes receberam a primeira folha do conjunto de atividades.

Nela pedia-se que os alunos expressassem, por meio de desenhos, célculos ou qualquer

outra representacao, a solugéo para o problema de contagem:
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“Pedro tem 9 bolinhas de gude, todas azuis e

1<}> de mesmo tamanho, e deseja acondiciona-las
il em 4 gavetas numeradas de 1 a 4. Sabendo-
/ se que as gavetas também sdo idénticas,
— estdo vazias, e que podem conter até nove
/ bolinhas de gude cada uma, Pedro deseja
= saber de quantas formas diferentes pode
/ guardar as 9 bolinhas de gude nas quatro
e | gavetas.
"\‘/' Verifique se vocé consegue ajudar Pedro!”

Figura 1: Atividade extraida do produto da pesquisa

Essa situacdo problema pode ser resolvida facilmente se a transformamos em uma
equacdo Diofantina. No entanto, os alunos ainda ndo conheciam esse processo. Mas 0
objetivo de trabalhar essa atividade era que os estudantes percebessem que nem todo
problema de contagem deve ser resolvido pela enumeracdo das possibilidades, ja que esse
processo pode se tornar exaustivo. Essa situacdo, que chamamos de Atividade Introdutoria,
foi utilizada como elemento motivador para o estudo do contetdo.

Na figura a seguir, podemos observar os protocolos em que dois alunos utilizam

dois tipos de registros de representacdo para mostrar as possibilidades:

-~ ¢
\
C
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W

Figura 2: Protocolos extraidos de dois cadernos de atividades da pesquisa
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Decorridos alguns minutos do inicio da atividade, a professora disse aos estudantes
que existem diversas situagdes de nosso dia-a-dia que queremos saber de quantas formas
algo pode ser feito e, que para entender essas situacdes seria importante estudar analise
combinatdria. Completou dizendo que ao final desse estudo, todos seriam capazes de
resolver essa atividade de forma bem simples e rapida.

O conjunto de atividades foi elaborado com diversas situa¢es problemas, algumas
inéditas e outras situacdes classicas que envolvem o tema. Durante essas aulas procuramos
ndo privilegiar o uso de férmulas e o calculo mecéanico. Procuramos dar énfase ao uso da
arvore de possibilidades, desenhos, esquemas, construcdo de tabelas e outros processos
intuitivos como ferramentas para produzir soluces.

Em atividades em que, por exemplo, propunham aos estudantes calcular o nimero
de anagramas de uma palavra, deixamo-los livres para que resolvessem essas atividades da
forma que achassem mais adequada. Segundo Morgado et al (2006), o estudo da analise
combinatéria de forma intuitiva desenvolve o raciocinio combinatorio do estudante. A
maioria dos alunos optou por utilizar a linguagem natural, por ser mais comum a eles.
Assim, esses estudantes escreveram todas as op¢des de anagramas a fim de determinar a
quantidade possivel. Depois de deixa-los fazer da forma mais intuitiva, mostramos a arvore
de possibilidade. Dissemos a eles quais as vantagens de utilizar esse registro e,
posteriormente, alguns alunos ja foram percebendo o principio fundamental da contagem,
um registro simbélico-numérico. Dessa forma, os estudantes ja conseguiam resolver um
simples problema de analise combinatdria utilizando diferentes registros de representacao.
Segundo Duval (2003) o ensino de matematica deve possibilitar ao estudante a capacidade
de compreender, efetuar e controlar, por si préprio, a diversidade dos processos
matematicos. Esse pesquisador diz que é essencial que o aluno saiba transitar entre
diferentes registros de representacao, para que haja uma aprendizagem com significado.

Como o conjunto de atividades é um pouco extenso, resolvemos somente descrever
como os alunos coseguiram resolver o problema proposto como atividade introdutoria. A
situacdo problema ja foi mostrada anteriormente. No entanto, nesse momento o enunciado
trouxe uma dica. Os estudantes deveriam considerar as bolinhas de gude como
eeeeceeee (ue devem ser separadas por /// que devem representar as gavetas. Por
exemplo, uma maneira seria ee/ee/ee/eee 2 bholinhas na 12 gaveta, 2 bolinhas na 22, 2

bolinhas na 32 e 3 bolinhas na 42 gaveta.
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O objetivo desta atividade, nesse segundo momento, era que 0s estudantes
utilizassem recursos aprendidos nas aulas anteriores para resolver o problema proposto.

Para tanto, utilizaram diversos tipos de registros de representacdo, como pode-se observar

a sequir:
00 [oe |00 fooe
43 '
p . ARl At io 3 150 @0
A TEV S P T R

Figura 3: Protocolo extraido do caderno de atividades

Pudemos notar a satisfacdo dos estudantes em conseguir resolver um problema,
aparentemente tdo complicado. Acreditamos que os estudantes desenvolveram habilidades
na percepcao e uso de registros variados de solucéo.

Inicialmente, verificamos que este aluno utilizou a sugestdo dada na questdo, de
representar as bolinhas de gude e as gavetas desenhando-as como bolinhas e barras,

respectivamente, como pode-se ver na figura 2. Através do esquema, esse aluno utilizou
permutagdo com elementos repetidos para escrever a linguagem simboélica: P>°. Entdo, o

estudante converteu essa linguagem em uma operacdo e utilizou a notacdo fatorial para
representa-la. Depois disso, ele transformou essa notacao fatorial em linguagem simbdlico-
numérica, dada por operacdes matematicas. Todos esses passos seguidos pelo aluno
representam o que Duval (2003) chama de conversdo de representacbes e mudanga de
registros. Duval (2009) diz que converter é transformar a representacdo de um objeto de
dado registro em uma representacdo desse mesmo objeto, num outro registro. Para Duval
(2009), essas conversdes sdo importantes para a verdadeira compreensdo do contetdo
estudado. Acreditamos que os diferentes registros de representacdo e 0 incentivo a
realizacdo das operacdes de transformacfes desses registros fazem com que o aluno
perceba as diferentes formas de resolver um mesmo exercicio e de representar suas ideias.
Ainda nessa atividade pudemos perceber outro tipo de transformacédo. O estudante
efetuou os calculos para se chegar a uma resposta final. A transformacéo de representacao

interna a um registro, feita pelo aluno é o que Duval (2009) denomina tratamento. Segundo
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esse autor, o tratamento consiste em transformar uma representacdo dada em uma
representagdo considerada como terminal em relagéo a uma questéo.

Verificamos que as transformacoes de representacGes semidticas ddo aos estudantes
uma melhor compreensdo do conteddo. Os estudantes adquiriram certa facilidade em
coordenar registros variados de representacdo. A medida que resolviam os problemas
propostos pelo conjunto de atividades, os alunos foram se habituando ao uso de diferentes
registros e suas transformacdes, quando um registro mostrava ser mais eficiente do que
outro. Acreditamos que ao experimentar registros variados privilegia-se o desenvolvimento

do raciocinio combinatério no aluno.

6. Consideracdes finais

A andlise da experiéncia desenvolvida através de problemas mostrou que este € um
contexto que pode favorecer a aprendizagem. A maioria dos alunos sentiu-se motivada,
conseguindo apresentar solucdes criativas e corretas. Alunos aprendem a gostar de
matematica e passam a ver esta disciplina com um olhar mais curioso e desafiador.

Nesse trabalho procuramos destacar a importancia do uso de diferentes registros de
representacdo semidtica no estudo da andlise combinatdria, tendo por base a teoria de
Duval (2009). Verificamos que as transformacdes de representacdes semioticas ddo aos
estudantes uma melhor compreensdo do conteddo. Acreditamos que o incentivo a
realizacdo das operacOes de transformacdes desses registros fazem com que os alunos
percebam as diferentes formas de resolver um mesmo exercicio e de representar suas
ideias.

Os estudantes adquiriram certa facilidade em coordenar registros variados de
representacdo. A medida que resolviam os problemas propostos pela sequéncia de
atividades, os alunos foram exercitando o raciocinio combinatdrio e se habituando ao uso
de diferentes registros e suas transformagdes, inclusive identificando situagdes em que um

registro mostrava ser mais eficiente ou adequado do que outro.
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