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Resumo

Nesse trabalho apresentaremos uma investigacdo tedrico/filos6fica sobre um problema
encontrado na historia da matematica conhecido como Paradoxo de Zendo. Buscaremos
interpretacOes desde versdes mais antigas até outros diferentes pontos de vista como na
l6gica e na matematica atual. Para anélise da investigacdo e construcdo das propostas serao
utilizadas nogdes de complementaridade nas ciéncias, criatividade, um processo cognitivo,
e uma visdo da nocdo de interpretacdo, considerando a semiotica e a teoria dos signos.
Nesse contexto teorico serdo apresentadas interpretacbes inéditas do problema.
Concluimos que problemas desse tipo, aparentemente, um paradoxo matematico, sao
excelentes para compreensao construtiva dos aspectos implicitos e explicitos nas diferentes
interpretacdes, e assim, para a educacdo matematica.

Palavras Chave: Paradoxo de Zendo; Pensamento Recursivo; Complementaridade;
Criatividade, Semidtica.

1. Introducéo

O conhecimento matematico vem sendo apresentado como um conjunto de
trabalhos completos e teorias terminadas. As perguntas sem respostas, 0s problemas que
incitam diferentes interpretacdes sdo considerados conflituosos e por isso sdo excluidos da
maioria das abordagens no ensino de matematica. Nessa investigacdo analisaremos as
mudancas das interpretacdes sobre um mesmo objeto, e como isso pode ajudar a
compreender e perceber diferentes aspectos do mesmo problema.

Esse trabalho, de natureza tedrica, € um recorte do projeto de tese de Doutorado do

programa de PoOs-Graduacdo em Educacdo Matematica da Universidade Bandeirante de

!Licenciada em Matematica pela UFAL, mestra em psicologia cognitiva pela Universidade Federal de
Pernambuco, atualmente, professora assistente da Universidade Federal de Alagoas (UFAL) e doutoranda
pela Universidade Bandeirante de Sdo Paulo sob Orientacdo do Prof. Dr. Michael F. Otte.
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Séo Paulo, sob orientacdo do professor pesquisador Dr. Michael Friedrich Otte?, com foco
nas interpretacdes do paradoxo de Zendo. Nessa investigagdo identificamos diferentes
compreensdes desse paradoxo, encontradas na historia antiga e recente. O objetivo aqui
nesse trabalho é apresentar uma compreensdo construtiva das diferentes interpretacdes
dada ao problema e provaveis implica¢des para o ensino da matematica.

Na busca desse objetivo apresentaremos reflexdes sobre esse paradoxo a luz das
nocOes de complementaridade na visdo de Otte (2003), e de criatividade, no¢bes com
referenciais em Otte (1993) e Vygotsky (1988). Também sera considerado o conceito de
interpretante como sendo a interpretacdo de um signo. Esse conceito é encontrado na
estrutura tedrica da semibtica em Peirce (2010). Esse arcabougo tedrico nos permitira
explorar possibilidades e perspectivas para a educacdo matematica através de variacoes
desse problema.

2. O paradoxo de Zendo: diferentes interpretacdes

As primeiras argumentacdes que conhecemos a respeito da obra de Zendo séo,
segundo Otte (2003), devido a Aristoteles que as expos a fim de refuta-las. Com referéncia
ao livro de Aristoteles, o nucleo do paradoxo de Zendo é a ideia de que, para Aquiles
recuperar o0 atraso com a tartaruga, deve primeiro realizar um namero infinito de atos. O
problema, a descricdo da época, aparece apresentado da seguinte forma: suponhamos que
Aquiles corre dez vezes mais rapido que a tartaruga e lhe da cem metros® & frente antes de
iniciar uma corrida. A fim de ganhar, Aquiles deve primeiro compensar 0 Seu espaco
inicial, ou seja, a vantagem de cem metros dada a tartaruga, mas quando ele faz isso e
chega ao ponto onde a tartaruga comecgou, essa, teve tempo para avancar dez metros.
Novamente, enquanto Aquiles corre mais dez metros, a tartaruga avanca um metro adiante,
depois, Aquiles corre um metro e a tartaruga avanca um decimetro, e assim por diante, sem

fim.

2 Michael Friedrich Otte matemético e filésofo nascido na Alemanha, atuou em cinco paises diferentes.
Fundou em 1973, o novo Instituto de Pesquisas em Didatica Matemética (IDM), na Universidade de
Bielefeid, na Alemanha. No Brasil, atualmente, atua como professor pesquisador da Universidade
Bandeirante de S&o Paulo.

® A medida usada & época era estadios. N&o havia o padrdo metro.
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Outra interpretagdo encontrada na antiguidade para 0 mesmo paradoxo diz - antes
que se cubra o espaco entre dois pontos tem-se que cobrir a metade desse espaco, e antes a
metade da metade desse espago, e assim sucessivamente, criando-se a ideia de que nao
seria possivel sair do ponto. Nesse sentido, o problema de Zendo é colocado como um
paradoxo do movimento.

Aristételes negou a possibilidade do problema de Zendo ser um paradoxo em razao
da sua concepcdo sobre continuidade ininterrupta do movimento como um todo. Para
Aristételes, assim como para Platdo, matéria e espaco é a mesma coisa, portanto, nem
espaco nem o continuo sdo considerados como um objeto, e, espaco ou tempo é uma
relacdo. Aristoteles ndo admitia ser possivel analisar o movimento em pedacos, de forma
discreta, como propde essas primeiras interpretacdes do problema.

Mais tarde Galileu interpreta esse movimento em termos de duas series de
intervalos correspondentes nas escalas de tempo e distancia, e atualmente, um passo
essencial dado pela Matematica é uma sintetizacdo dessas correspondéncias que sao
tratadas como um objeto matematico, no caso, uma férmula algébrica.

A interpretacdo matematica atual é através da convergéncia de uma série
geométrica infinita. Esse modelo representa uma férmula para solucionar o paradoxo, mas
muitos discordam dessa compreensao unilateral, visando unicamente um resultado.

O psicologo da corrente Gestalt Max Wertheimer (1945) critica 0 modelo de prova
atual da convergéncia da série que descreve matematicamente esse movimento. Esse
modelo que soluciona o paradoxo de Zendo, surge quando se realiza a operacdo de
multiplicacdo da série geométrica infinita por a e efetua-se uma subtracdo em seguida. Se o
conjunto S =1+a+a*+ - a representacdo da série, entdo, > @S =1lor5= i Esse
pesquisador esclarece que a multiplicacdo da série (1+a+a®*+a®+-) por a sendo
subtraida da série inicial fornece resultados, mas afirma que uma compreensdo real seria
possivel se fosse considerado o que ocorre com o crescimento da série. Assim como
também, o que se pode derivar da lei desse crescimento, tendendo assim ao seu limite.
Dessa forma, o problema seria conduzido a esta outra importante nogéo, o limite. Porém,
ele concorda que muitos se sentem satisfeitos apenas por chegarem a um resultado

utilizando essa formula.
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Observamos que Wertheimers, de certa forma, propde reduzir o conceito de "série"
ao conceito de "fracdo", que é considerado por ele o significado basico e essencial. Otte
(2003) propde que uma abordagem complementarista seria salientar a simetria entre esses
dois conceitos. Em vez de reduzir série & fracdo pode-se, por exemplo, interpretar uma
fraccdo decimal periédica como uma série geométrica que resultam diretamente destas
fracGes decimais e que representam nimeros racionais.

Outros autores, em diferentes areas, apresentam interpretacdes da ideia fundamental
do argumento de Zendo com foco principal no pensamento recursivo, ou seja, a repeticao
initerrupta de um padrdo conhecido, inerente a compreensao do problema. Por exemplo,
Borges (2008) e Borges (2009), respectivamente nas suas obras o aleph e o livro de areia
apresenta apelo ao pensamento recursivo para expressar suas ideias. Ryle (1993), na sua
obra Dilemas, aponta diferencas existentes nesse raciocinio, quando é apresentado em
diferentes atividades, como por exemplo, em um computador, subordinado a um programa
levando a repeticdo da subdivisdo por dois indefinidamente, na corrida de Aquiles e a
Tartaruga, ou na subdivisao de um bolo com seu volume conhecido.

No tratamento dado ao paradoxo no dialogo - O que a Tartaruga disse para
Aquiles, ao fazer uma anélise na perspectiva da l6gica pura, Carroll (1905)* em sua
publicacdo afirma que mesmo o mais perfeito sistema de axiomas nao sdo suficientes para
determinar a verdade de um sistema da l6gica, e que se deve ter muitos cuidados sobre a
escolha das regras de inferéncia. Nessa analise Carrol propde a compreensdo do paradoxo
de Zendo verificado sobre a regra de inferéncia modus ponens, assim como a
impossibilidade de se chegar a alguma conclusdo. Para esse argumento ele usa a
proposicdo de Euclides, dizendo: (A) coisas que Sdo iguais a mesma coisa sdo iguais entre
si; (B) os dois lados de um triangulo sdo iguais a uma mesma coisa; (Z) Os dois lados de
um tridngulo sdo iguais. Muitos concordam que (Z) segue logicamente de (A) e (B). Carrol
questiona sobre a possibilidade de um leitor que ainda ndo aceitou (A) e (B) como verdade,
dele aceitar uma sequéncia de proposices como validade. E, em uma tentativa de
convencer logicamente esse outro tipo de leitor, Aquiles, nesse dialogo construido por
Carroll, diria para a tartaruga: agora eu vou escrever como eu dito: (A) coisas que sao

iguais a mesma coisa sao iguais entre si; (B) os dois lados de um tridngulo sdo iguais a uma

4 http://imww.mathacademy.com/pr/prime/articles/carroll/index.asp
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mesma coisa; (C) se A e B sdo verdade Z deve ser verdade. (Z) Os dois lados de um
triangulo sdo iguais. A tartaruga diz: eu posso aceitar A, B e C como verdade e ndo aceitar
Z, posso ndo? Vocé pode, Aquiles adimitiu, ainda que o evento seja possivel, mas eu posso
acrescentar mais uma proposicao, (D) se A e B e C séo verdade, Z deve ser verdade.

Otte explica que o ponto de partida deste problema é o pressuposto de que toda
proposicdo implica imediatamente em si prépria. Se eu digo p € verdadeiro, isto significa p
é verdadeiro. Nada é adicionado a proposicdo p pelas palavras é verdade. Nada €
adicionado para provar afirmando que a proposicao esta correta. Caso contrario, entrara em
regressdo infinita e ficara presa a argumentacao de Zendo.

Aqui nesse trabalho buscaremos respaldo na literatura cientifica para propor que a
compreensdo dos diferentes pontos de vista devem ser considerados, objetivando construir

uma abordagem construtiva através da complementaridade das interpretaces do problema.

3. Complementaridade

A nocdo de complementaridade tem sido usada em Matematica e em outros campos
da Ciéncia, visando reter aspectos essenciais do desenvolvimento cognitivo e
epistemologico dos conceitos cientificos e matematicos. Uma atitude complementarista,
afirma Otte (2003) € consequéncia da impossibilidade de definir a realidade matemaética se
a considerarmos como sendo independente da atividade do conhecimento em si. “[...] A
pratica matematica, que tem progressivamente se libertado de esquemas metafisicos e
ontoldgicos desde Cantor e Hilbert, requer uma abordagem complementarista — talvez mais
do que qualquer campo de conhecimento a fim de que seja adequadamente compreendida.”
(OTTE, 2003, p.204)

Ao tentar explicar o conceito de complementaridade, Otte (2003) o resume como
sendo a perseguicdo e explicacdo de um fenébmeno universal ou geral em suas
manifestacdes particulares e aponta que, dessa forma € possivel conceber a polaridade
entre aritmética e geometria como uma primeira visualizacdo da ideia de
complementaridade na Matematica. Em sua explicacdo, expde uma distincdo entre
dualidade e complementaridade destacando o papel da atividade na relacdo entre sujeito e

objeto do conhecimento, dizendo que,
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Quando se deseja progredir da dualidade ou polaridade como ainda
ocorre em Kant, para uma genuina complementaridade, pela qual cada
um dos elementos polares tanto se diferencia do outro como o abrange,
entdo, é preciso, colocando a atividade como a esséncia da relagdo
sujeito-objeto, procurar descrever a dindmica dessa atividade como uma
entidade independente, que se diferencia tanto da consciéncia quanto da
realidade objetiva. Esta dinamica fundamenta-se exatamente na
complementaridade entre 0os meios e os objetos do conhecimento. Agora
se trata efetivamente de uma verdadeira complementaridade e ndo de uma
mera dualidade, porque nenhum dos dois elementos, meio e objeto, pode
ser determinado sem o outro, apesar deles desempenharem, num
determinado momento de um certo ato epistemoldgico individual, um
papel completamente assimétrico (OTTE, 2003, p.224).

Nessa dindmica entre o sujeito, objeto e atividade também se destacam aspectos
implicitos, como a criagdo pois, “o ser humano, em cada acdo efetiva, vé algo real e, em
cada percepcdo de formas, vé algo ilusério. Ambos 0s aspectos, no entanto, sdo

complementares e ocorrem em cada atividade criativa” (OTTE, 1993, p. 234).

4. Criatividade, problemas e representacdes

Analisando o processo de formacdo da imaginacdo criativa, Vygotsky (1988)
ressalta sua complexidade e pressupde que toda atividade criativa surge de experiéncias
prévias ja existentes no cérebro, que é fruto de percepcbes internas e externas e assinala
cinco passos para sua efetivacdo, que sdo: reorganizacdo do material ja existente no
cérebro, com consequente dissociacdo das impressdes sensoriais; divisdo das impressdes
em diferentes partes, das quais umas serdo retidas na mente e outras deixadas de lado;
alteracdo ou distorcdo das partes retidas; unido ou associacdo dos elementos que foram
dissociados e alterados. Esse processo pode se da de diferentes formas como, por exemplo,
a unido de imagens subjetivas com objetivas, proveniente do conhecimento cientifico; e
combinacdo de diferentes formas em um sistema, constituindo um quadro complexo.

Vygotsky esclarece que atividade de imaginacdo criativa se completa pela
cristalizacdo da imagem em uma forma externa e afirma que a atividade criativa da
imaginacdo depende primariamente de qudo rica e variada € a experiéncia prévia que a
pessoa armazenou no seu cérebro. Ele considera que essa atividade € uma funcao

vitalmente necessaria.
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Dessa forma, esta colocada a importancia da elaboragdo das propostas curriculares
que estimulem um padrdo de pensamento que possa favorecer a préatica da imaginacao
criativa, compreendendo a relagdo desse processo cognitivo com a riqueza de experiéncias
e conhecimentos previamente adquiridos.

De uma maneira geral pode-se dizer que as abordagens aos conceitos matematicos
através de atividades criativas sdo abrangentes, pois diz respeito aos processos cognitivos
desenvolvidos ao se pensar, no tratamento aos conceitos envolvidos no pensamento, e a
reflexdo e andlise desse processo.

Otte (1993) afirma que 0 processo criativo opera na interacdo entre variagao e
repeticdo. Uma teoria sendo uma interpretacdo de um fendmeno é também um processo de
criar uma interpretagdo da interpretacdo dada, e assim por diante. A representacdo da
interpretacdo de um objeto ou fendmeno chamamos de signo. Um signo tanto é uma coisa
como também um processo de estabelecer uma relacdo entre o objeto e a interpretacao
dada ao objeto. E temos um fluxo de significacdo, ou seja, uma interpretacdo que sugere
uma nova interpretacdo, num fluxo sem fim.

Peirce (2010) descreve signo como qualquer coisa que conduz a alguma coisa - no
caso, como a interpretacdo dessa alguma coisa - a referir-se a um objeto ao qual ela mesma
se refere, no caso, o objeto da interpretacdo, de modo idéntico, transformando a

interpretacdo, em signo, “e assim, sucessivamente ad infinitum” (303, p.74).

5. Interpretantes ou interpretacdes: Um conceito fundamental na Semiotica

A nocdo de interpretacdo que consideramos aqui € o conceito de interpretante
encontrado na Teoria geral dos signos, estruturada nos trabalhos deixados por Charles
Sanders Peirce (2010). Nessa teoria encontramos categorias relacionadas a trés tipos de
interpretacdo que sdo como niveis de interpretacdo a serem atribuidos a um signo. Assim,
temos: a interpretacdo imediata; a dinamica; e a final.

Segundo Santaella (1995), no nivel da interpretacdo chamada de imediata, cada
signo deve ter sua interpretabilidade peculiar, antes que ele alcance qualquer intérprete. E
um nivel abstrato, que consiste huma possibilidade. O carater da interpretacdo imediata

estd no fato de estar isento de mediacéo e analise.
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A interpretacdo dinamica deriva seu carater da categoria da agdo. O significado de
qualquer signo sobre alguém consiste no modo como esse alguém reage ao signo. Pode-se
dizer também que a interpretacdo dindmica ¢ uma “determinagdo de um campo de
representacdo exterior ao signo” (SANTAELLA, 1995, p.98). Assim, pode ser chamado de
significado do signo in concreto, isto é, o fato empirico de apreensdo do signo é uma
realizacdo particular do significado. Também é considerada a Unica interpretacdo que
funciona diretamente num processo comunicativo.

A interpretacdo final estd em um nivel abstrato mais elaborado. A interpretacéo
final € o efeito que o signo produziria em uma mente em circunstancias que deveriam
permitir que ele exteriorizasse seu efeito pleno, € o resultado interpretativo ao qual todo
intérprete esta destinado a chegar se o signo for suficientemente considerado.

A interpretacdo final é o efeito dltimo do signo, na medida em que ele é
intencionado ou destinado pelo carater do signo, sendo mais ou menos de uma natureza
habitual e formal. E preciso esclarecer que embora a palavra final pareca um limite ideal,
mas € um limite inatingivel, para o qual as interpretacbes dinamicas tendem. A
interpretacdo final € uma interpretacdo in abstracto.

N&o devemos compreender o0s niveis de interpretacdo de maneira estatica, hd uma
linha ténue entre esses niveis e sO € possivel compreender um relacionando-o ao outro. As
interpretacdes dos signos, quer dizer, sdo elas mesmas membros de uma serie infinita na
qual cada interpretacdo € um signo de algum objeto para uma interpretacdo ulterior, “toda
interpretacdo é um signo e todo signo € uma interpretagdo de um objeto” (SANTAELLA,

1995, p.88). E, objeto-signo-interpretacdo sao todos de natureza signica.

6. Construcdo de variacgdes e repeticdes da ideia de Zendo

Buscando refletir sobre uma acéo efetiva e formas que representem o paradoxo de
Zendo para construirmos abordagens complementares e buscarmos despertar realidade e
imaginacdo, enveredaremos por uma aventura na construcdo de problemas usando nogées
intrinsecas ao paradoxo de Zendo, que envolvam agdo e percepcao, tomando como base 0
pensamento recursivo a divisdo de um objeto matematico sempre reduzido a metade.

Problema 1: tomemos uma superficie retangular B e dividamos por dois. Teremos a
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superficie A, (figura 1)°, e novamente dividamos & metade, e repitamos o processo

indefinidamente. Qual a soma dessas areas divididas a metade?

Areade B=10,71 cm? Soma das areas (AtA'+A"+A"+A™) =10,38 cm?

=

il
id

Figura 1

Intuitivamente podemos aceitar ou mostrar que a juncdo dos pedacos lilas de area
sdo juncOes de pedacos do objeto que chamamos B. Portanto, por mais que subdividamos,
perceberemos que, no maximo, a area da figura lilas é equivalente a area da figura amarela.
Teriamos no limite da soma, a area do objeto lilas tendendo a area do retangulo amarelo.
Esse infinito implicito & compreensdo dessa soma foi denominado por Aristételes do
infinito atual, ou seja, o infinito como uma totalidade completa.

Outra interpretacdo diante da mesma configuracdo sugere a abordagem do
Problema 2: Podemos observar a figura 1 que ilustra o problema acima e perguntarmos: e

se analisarmos o contorno das duas figuras, a que conclusdo poderiamos chegar? (figura 2)

® As figuras apresentadas nesse trabalho foram construidas no software de Cabri Il Plus, versdo 1.4.3.
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Perimetro de B=14,15cm

1415¢m

Perimetro de A=38,91 cm

38910

A'4|—|—I—'

=

Figura 2

Observamos que diante de uma mesma representacao, diferentes conceitos podem
ser observados e investigados. Nesse problema temos a noc¢éo de infinito como processo de
crescimento sem final ou de subdivisdo sem final, também denominado de infinito
potencial.

Problema 3: Considerando esse mesmo problema anterior, 0 problema 2, em que o
perimetro tende ao infinito, e colocando-o0 em um contexto significativo, por exemplo: Se a
superficie quadrilatera do problema 2 fosse uma obra pictorica, construida em pedacos,
seria possivel percorrer toda parede de uma sala retangular com perimetro conhecido,
subdividindo essa obra, sempre em sua metade? Quais seriam as dimensdes das telas com
menor altura?

Problema 4: Como representar o conjunto dos poligonos cuja metade ndo existe?

Problema 5: Se as subdivisdes dos problemas anteriores fossem colocadas em um

software de geometria e aritmeética, qual seria a l6gica na construcéo do problema?
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7. Resultados parciais

Ao se pensar em versdes repetidas e a0 mesmo tempo variadas de um paradoxo
percebemos que se admite uma infinidade de interpretacdes e representacfes. Também sdo
admitidas exploracfes dos conceitos envolvidos na elaboragdo das interpretagbes que
possam alimentar a compreensao construtiva desses signos/objetos. A cada interpretacdo
dada precisamos estimular acdes para que os niveis mais elaborados, concretos e abstratos
sejam vislumbrados e assim, em alguns momentos atingidos.

Mesmo tomando como referéncia as poucas interpretacbes dos problemas
apresentados aqui nesse trabalho, poderiamos sugerir a busca dos padrées numericos
representados, ou propor que os estudantes envolvidos na questdo explorem outros padrdes
possiveis, também explorar aumento ou diminui¢do das unidades em diferentes situacoes,
limites e aproximagdes em diferentes contextos, etc. Mas, 0 mais importante para 0S
propoésitos desse trabalho € a proposta da construcdo de outras variagdes do problema,
construidas por estudantes em diferentes niveis, estimulando a reflexdo e conduzindo a
acao criativa. Para Otte (p.47, 1993), “todo ato criativo portanto, consiste em ver um A
como um B, um martelo como parte de um péndulo, um movimento como uma funcao
matematica, uma forca como um vetor ou justamente a imagem de um cachimbo como um
cachimbo”. Poderiamos dizer também que um ato criativo pode estabelecer um transito
entre uma interpretacdo in concreto e uma interpretacdo in abstrato, ndo necessariamente
nessa ordem.

Enfatizamos a possibilidade de exploracdo do paradoxo de Zendo construindo
variacOes, em torno da repeticdo das ideias implicitas ao problema, em uma atitude
complementarista, e também as explorando na atividade. E, por atividade, ndo se entenda
apenas atividade individual, mas também a préatica social, explorando interpretacGes
construidas a partir de uma realidade historica e social.

Ao destacar a importancia da complementaridade entre diferentes interpretacdes em
torno de uma mesma ideia, apresento um texto esclarecedor em que Otte comenta sobre 0s
aspectos complementares, na construcdo do conhecimento, citando Gregory Bateson
(1972) e destaca.
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Toda vez que nos orgulhamos de ter encontrado uma nova forma rigorosa
de pensamento ou de apresentagdo, ou toda vez que comegcamos a
enfatizar bastante o “operacionalismo”, a logica simbolica ou qualquer
desses irrecusaveis sistemas de direcionamento, perdemos um pouco da
capacidade de pensar novos pensamentos. E, naturalmente toda vez que
nos armamos contra o rigorismo estéril do pensamento e apresentacao
formais e deixamos nossos pensamentos correrem livres, perdemos
igualmente. No meu ponto de vista, 0s progressos do pensamento
cientifico nascem da ligagdo de um pensamento rigoroso com um
pensamento livre, e esta combinacdo é a ferramenta mais valiosa da
ciéncia (BATESON apud OTTE, 1993, p.236).

Assim, salientamos ainda, a importancia da complementaridade entre interpretacées
de um problema que admita conexdes e diferencia¢fes entre um pensamento rigoroso e um
pensamento livre, tendo como finalidade a elaboracdo de uma compreensédo construtiva dos

objetos da matematica.
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