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Resumo:

Este minicurso busca evidenciar como a Geometria Fractal pode ser introduzida nas aulas
de Matematica do Ensino Médio. Para isso, foi realizada uma pesquisa bibliogréafica, no
intuito de identificar como a Geometria Fractal pode se entrelacar a investigacdo
matematica, a fim de subsidiarem o trabalho do professor de Matematica, na introducéao
dos conceitos basicos dos fractais. Busca-se, ao longo desta pratica, apresentar uma
sequéncia de atividades de ensino, que possam orientar o professor na abordagem desse
topico matematico, na sua sala de aula. Por meio da revisdo de literatura, contemplada
neste estudo, constata-se que as figuras fractais podem ser geradas a partir da iteracdo de
figuras conhecidas (euclidianas ou ndo-euclidianas), possibilitando, ao aluno, apreender
conceitos basicos sobre Geometria Fractal, a partir de conhecimentos matematicos
trabalhados na escola basica, uma vez que gquestfes envolvendo estes conceitos passaram a
ser trabalhados em alguns livros didaticos e questdes de vestibulares.
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1. Introducéo

A proposta deste minicurso busca direcionar educadores a evidenciar como a
Geometria Fractal pode ser introduzida nas aulas de Matematica do Ensino Médio por
meio de Praticas Investigativas.

Por meio de uma revisdo de literatura, identificou-se como a Geometria Fractal
pode se integrar a investigacdo matematica, a fim de subsidiarem o trabalho do professor
de Matematica, na introducdo dos conceitos béasicos dos fractais organizando uma
sequéncia de atividades de ensino.

Nesta revisdo constatou-se que podem ser associados 0s conceitos de Geometria
Fractal, suas aplicagdes e caracteristicas, a elementos matematicos — simetrias,
semelhangas, razbes e proporcdes e, ainda, a discussdo de estratégias de célculo de
perimetro, area e volume — trabalhados na escola basica. Para isso, foram propostas

atividades de ensino, que permitem aos alunos reconhecer figuras fractais, geradas a partir
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da iteracdo de figuras conhecidas (euclidianas ou ndo-euclidianas), além de possibilita-los
a identificar padroes de regularidades nessas figuras.

Constatou-se, ainda na revisdo bibliografica, que investigar é descobrir relacbes
matematicas, em objetos conhecidos ou desconhecidos; que a pratica investigativa, nas
aulas de Matematica, favorece especulagdes cientificas em diferentes maneiras de
resolugdo de um mesmo problema; que a “experimentacdo”, em um contexto investigativo,
direciona os esforcos dos alunos aos conceitos e definicbes matematicas que, neste
momento, sdo fundamentais para a compreensdo da Matematica, como ciéncia presente no
cotidiano desses sujeitos.

Assim, a Geometria Fractal combinada a investigacdo matematica, focos desta
pratica, possibilita uma metodologia de ensino diferente da convencional, que pode
propiciar aos alunos, autonomia nas aulas de Matematica, estimulando-os a construir o
proprio conhecimento.

Espera-se, com este minicurso, oportunizar aos educadores, docentes, licenciados e
interessados por esta tematica, explorar este topico matematico, observando as praticas
investigativas, entendendo essa proposta de ensino como diferenciada e desafiadora. A
realizacdo deste trabalho contribuiu, e pode contribuir mais ainda, para o desenvolvimento
da nossa capacidade, como educadores, ao interessar-nos por praticas pedagdgicas que

primam por um ensino-aprendizagem mais significativo, construtivo e prazeroso.

2. Caminhos metodologicos de direcionamento a fundamentacéo teérica

Os pressupostos tedricos que fundamentaram esta pesquisa para o anteprojeto do
minicurso foi uma revisao bibliografica. Segundo Fiorentini e Lorenzato (2006), este tipo
de pesquisa € conhecida também como estudo documental, pois é realizado através de uma
documentacdo escrita e sua coleta de informacg6es baseia-se em fichamento de leituras, a
fim de organizar os registros relativos as informacoes.

As escolhas das fontes bibliograficas, utilizadas na pesquisa, foram direcionadas,
inicialmente pelo levantamento bibliografico que exploravam os conceitos basicos de
fractal pela confeccdo do Cartdo-Fractal. A pesquisa supracitada contou com
direcionamentos baseados no artigo “Fractais: Matemdtica e Magia” da Doutora Elenice
Lodron Zuim, dentre outros autores.

Outras referéncias foram indicadas por professores de graduacao, a fim de definir e

explorar metodologias de pesquisa e assuntos relacionados a investigacdo matematica, tais
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como: PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA (2005); e, PORFIRIO e OLIVEIRA (1999).
Estes autores caracterizam a investigacdo matematica, a fim de proporcionar aos alunos
uma reflexdo sobre o trabalho que vao desenvolvendo. Isto os leva a adquirir experiéncia
na resolucdo de problemas, que sejam desafiadores e apresentam estratégias simples de
resolucdo dos mesmaos.

A partir deste trabalho e, também, por meio de pesquisas na internet, chegou-se em
outros estudos, como, em especial, da professora Mestra Arlete Aparecida Oliveira
Almeida (2006). Esta autora fez um estudo sobre os fractais na formacdo de docentes, e
sua pratica em sala de aula visou “proporcionar uma nova aventura, para tornar mais
proxima a geometria da realidade do aluno, promovendo uma identificagéo real com a
natureza e a geometria”’. (ALMEIDA, 2006, p.9).

Por meio destes autores e seus respectivos artigos e pesquisas, foi possivel chegar a
outras referéncias, que também vieram subsidiar o desdobramento deste texto, tornando
possivel a realizacdo desta proposta de atividades para o minicurso que direciona a
exploracdo de Geometria Fractal, na aula de Matematica, por meio de praticas

investigativas.

3. A Geometria Fractal

O estudo das formas, parte integrante da Geometria, aplica conceitos de
regularidades de Euclides, estruturando uma pluralidade de relacdes com a natureza, ja que
as construcbes do homem tornam-se facilmente perceptiveis aos contornos regulares da
Geometria de Euclides. Entretanto, as formas encontradas na natureza muitas vezes néo se
associam as figuras euclidianas. Na busca por analisar tais formas, é apresentada a
Geometria Fractal, uma vez que Mandelbrot (1998, p. 96) indaga: “H& alguma razéo para
a geometria ndo descrever o formato das nuvens, das montanhas, das arvores ou da
sinuosidade dos rios? Nuvens ndo sdo esferas, montanhas ndo sdo cones, troncos de
drvores ndo sdo hexagonos e rios ndo desenham espirais.” .

Segundo Barbosa (2002), o Fractal (do latim fractus = quebrado, partido, irregular)
possibilita o estudo de formas fragmentadas, rugosas, porosas, ou seja, ndo regulares.
Embasados nesse conceito que envolve formas complexas presentes na natureza, ndo
arranjadas pelo homem em suas mdaltiplas formas euclidianas, os fractais nos levam ao
estudo, das irregularidades, importante para a compreensdo das varias formas do

conhecimento.
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A partir da interacdo sujeito/objeto, as formas que definem a natureza podem ser
apresentadas aos alunos de maneira a investigar a semelhanca presente no fractal como nos
mostra Zuin, R. (2000, p.63): “/...] Na natureza podemos observar uma caracteristica
auto-similar, onde a cada nivel de ampliacdo considerado, observamos uma imagem

semelhante a posterior a ampliagdo.”. Dessa forma, entdo, caracteriza-se o fractal com:

a auto-similaridade resultante de usar-se a mesma regra repetidas vezes. Quando
uma pequena parte de um fractal é similar ao todo, dizemos que ele é auto-
semelhante. Um objeto auto-semelhante geralmente é um fractal, mas nem todos
os fractais sdo auto-semelhantes. [...] As principais caracteristicas de um fractal
sdo a auto-semelhanca e a complexidade infinita que permitem amplia-lo
infinitamente obtendo sempre uma coOpia dele mesmo no seu interior.
(ALMEIDA, 2006, p.47-48).

4. A pratica investigativa na sala de aula

Ao organizar atividades de ensino trabalhando com material concreto,
argumentacdes e conjecturas fractais, busca-se permitir que o aluno, ao realizé-las como
uma pratica investigativa, possa “descobrir rela¢ées entre objetos matemdticos,
conhecidos ou desconhecidos, procurando identificar propriedades e padrbes de
regularidades.” (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2005, p.13).

Uma atividade investigativa, em sala de aula, envolvendo Geometria Fractal, pode
proporcionar a aprendizagem de novos conhecimentos, baseada em aspectos caracteristicos
de uma investigacdo: “/...] descoberta, exploragdo, pesquisa, autonomia, tomada de
decisdes, espirito critico [...]. O conceito de investigacdo relaciona-se com a atividade que
0s matematicos profissionais desenvolvem ao produzirem conhecimento.” (PORFIRIO;
OLIVEIRA, 1999, p.1).

“Uma investigagdo matemdtica come¢a com uma situagdo que precisa ser
compreendida ou um conjunto de dados que precisa ser organizado e explicado em termos
matematicos.” (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2005, p.2). Num segundo momento
de investigacdo, em conformidade com o0s autores, as conjecturas podem surgir de
diferentes formas, ao se observar diretamente os dados da situagdo, na manipulacdo desses
dados ou por analogia com outras conjecturas elaboradas.

O Cartao-fractal pode ser uma metodologia de construgdo dos conceitos basicos da
Geometria Fractal, através da exploragdo do material concreto. Explorando e instigando-o
os alunos poderdo elaborar suas préprias conjecturas e realizar testes, que é o terceiro
momento da investigacdo, a fim de valida-las ou ndo. Se a conjectura falhar, ou for dada

como falsa, pode ser invalidada, ou ser reformulada para que se prove sua veracidade.
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O ultimo momento, citado por Ponte, Brocardo e Oliveira (2005), € a justificacdo e
a avaliacdo do trabalho realizado. A justificagdo é um processo extremamente importante
em uma investigacdo matematica. Esses autores afirmam que é importante entender o
“carater provisorio” das conjecturas, percebendo que mesmo apos diversos testes, € a
justificacdo ou a demonstracdo de uma conjectura que a torna uma verdade matematica.

Para finalizar uma atividade investigativa, Ponte, Brocardo e Oliveira (2005),
ressaltam o qudo importante é fazer uma reflexdo sobre os resultados obtidos, pois isto
possibilita perceber melhor o que se foi alcangado, observar se os procedimentos utilizados
foram ou néo adequados e formular novas questoes.

Um ponto que também deve ser destacado € o papel do professor durante as
investigacOes dos alunos, orientando-os e direcionando-os para que a atividade ndo perca
seu foco.

Nas descobertas e exploragcbes da Geometria Fractal, o papel do professor serg,
desse modo, direcionar as investigacGes matematicas, a gerar conjecturas relacionadas a
elementos matematicos, presentes em Figuras Fractais. Além de compreender e dar
continuidade as estratégias dos alunos, com uma postura interrogativa, uma vez que nao ha
como prever todos 0s possiveis caminhos e resultados que irdo aparecer durante a
investigacdo. Desta forma, os alunos entenderdo “que o papel principal do professor é o
de apoiar o seu trabalho e ndo simplesmente valida-lo.” (PONTE; BROCARDO;
OLIVEIRA, 2005, p. 52).

5. Estratégias e destinacdo do trabalho com fractais em sala de aula

Este minicurso articula-se por uma abordagem de revisdo de literatura, que
possibilitou relacionar a Geometria Fractal com a investigacdo matematica, objetivando a
elaboracdo de uma proposta de atividades para que o educador matematico realize préaticas
investigativas em suas aulas no Ensino Médio, favorecendo a exploragdo e por
consequéncia a finalidade de cumprir os objetivos de reconhecimento de um fractal.

Elas foram pensadas para serem desenvolvidas no Ensino Médio, por ser o
segmento em que o curriculo matematico desenvolve conhecimentos importantes e basicos
para o entendimento do conceito de fractal, e, também, da Geometria Euclidiana; além da
noc¢éo de infinidade propiciada pelas progressdes geometricas.

E no Ensino Médio, ainda, que os alunos possuem competéncias e habilidades,

segundo os Parametros Curriculares Nacionais, para “desenvolver a capacidade de
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questionar processos naturais e tecnoldgicos, identificando regularidades, apresentando
interpretacdes e prevendo evolugbes. Desenvolver o raciocinio e a capacidade de
aprender.” (MAIA, 2010, p.12).

6. Descrigdo das atividades apresentadas no minicurso

As orientagcOes ministradas no minicurso sobre as atividades de ensino a serem
propostas aos alunos serdo detalhadas a seguir.

1° Momento - Deve-se explorar o conceito de fractal, através da confeccdo do
Cartéo-fractal, por meio de atividades com o cartdo “Cubos Contrarios”, propostos por
Diego Uribe (1998) e escolhidos por possuirem caracteristicas diferenciadas para se
trabalhar a teoria sobre fractais. Para a construcdo sdo necessarios: folha de oficio, régua,

tesoura e manuseios em dobraduras.

FIGURA 1: Iteracdes da confeccdo do Cartdo-Fractal “Cubos contrarios”

Através da identificacdo de padrdes de regularidades, no material concreto
produzido, pode-se direcionar aos educandos a criar conjecturas sobre os elementos
matematicos presentes neste cartdo, a fim de testa-las e demonstra-las.

2° Momento - Propde-se apresentar formas ndo definidas pela Geometria
Euclidiana, presentes na natureza e na realidade cotidiana dos alunos e, também, Figuras
Fractais que sdo geradas a partir da iteragdo de figuras euclidianas, tais como: o “Tridngulo

¢ o Tapete de Sierpinski” € o “Floco de Neve de Koch”.

FIGURA 2: Floco de Neve de Koch FIGURA 3: Triangulo e Tapete de Sierpinski
FONTE: http://www.ime.usp.br/~jose/mac122/ep2/ .. . FONTE: http://upload.wikimedja.org/wikipedia/
B afql,jpeg Retoma-se as ideias deunfi9eassQictnaRsSHGaE\Engesenvolvendo

conjecturas a serem testadas tanto no trabalho com o Cartdo-fractal, quanto nas Figuras-

Fractais, interligando os elementos matematicos a serem explorados, tais como: simetrias,
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semelhangas, razdes e propor¢des, além de possibilitar o calculo de perimetros, areas e

volumes.

QUESTOES PROPOSTAS PARA A PRATICA INVESTIGATIVA NO MINICURSO

v" Tomando por base a figura fractal, conhecida por “Floco de Neve de Koch”, demonstre sua auto-

semelhanca (pequenas cépias de si mesmo).

E possivel afirmar que a Figura Fractal “Floco de Neve de Koch” possui simetria?

E possivel calcular o perimetro de uma figura infinita? Tome por base o fractal “Floco de Neve de

Koch” e tente encontrar uma solugao.

v E possivel calcular a rea de uma figura infinita? Tome por base o fractal “Floco de Neve de Koch” e
tente encontrar uma solucéo.

v' E possivel calcular o volume de uma figura fractal tridimensional? Tome por base o Cartdo-fractal
confeccionado.

v" (UFRJ) A figura seguinte é construida da seguinte maneira:

poos an e 1. Constréi-se um quadrado central de 2 cm de lado.

o B o = 2. Em cada vértice do quadrado central acrescentam-se quadrados de 1 cm de lado.

3. Em cada vértice livre dos quadrados, constroem-se quadrados de %2 cm de lado.

E assim, sucessivamente, em cada estagio, constroem-se quadrados de lados iguais a

metade do lado do quadrado construido no estagio anterior.

J; EF Supondo que esta sequéncia continue indefinidamente, qual a area dos infinitos

e % ® 8 quadrados?

v" (UFRJ) A regido fractal F, construida a partir de um quadrado de
lado 1 cm, é constituida por uma infinidade de quadrados gerados
por iteracOes sucessivas em diversas etapas. A cada nova etapa
consideram-se os quadrados de menor lado (L) acrescentados na :
etapa anterior e acrescentam-se, para cada um destes, trés novos —iam = —ia— e o
quadrados de lados . As trés primeiras etapas de construcao de F sdo Ftapa 1 Etapa 2 Etapa 3
apresentadas a seguir. Calcule a area de F.

v (CESGRANRIO) A figura abaixo mostra uma sequéncia de tridngulos de Sierpinski. O processo
comega no nivel zero, com um triangulo equildtero de &rea 1. Em cada passo a seguir, cada triangulo

equilatero é dividido através dos segmentos que ligam os
pontos médios dos seus lados e é eliminado o triangulo
central assim formado. Calcule a &rea que resta no nivel n
(indicada nas figuras pela parte hachurada).

<]

a
0

o W W
o L

Tabelal: Questbes propostas para a préatica investigativa no minicurso

4° Momento — Compreende-se de uma discussdo entre os envolvidos, ressaltando
pontos positivos e negativos em relacdo ao nivel de aprendizagem, através da atividade
realizada permitindo uma reflexao sobre os resultados obtidos. Este momento possibilitara
aos educadores que participardo do minicurso perceber melhor o que se foi alcangado,
discutir novas ideias e abordagens, observar se os procedimentos utilizados foram ou nédo
adequados e formular novas questdes e propostas que dinamize o grupo a favor da
atividade apresentada.
7. Considerac0es Finais

Dentro de toda a perspectiva apresentada, objetiva-se que a atividade investigativa
proposta em sala de aula, neste minicurso, seja eficiente para abordar a Geometria Fractal
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como uma metodologia de ensino diferente da convencional. E, também, propiciar aos
alunos autonomia nas aulas de Matematica, estimulando-os a construir o proprio
conhecimento.

Espera-se, com este minicurso, oportunizar aos educadores, docentes, licenciados e
interessados por esta tematica, explorar este topico matematico, observando as praticas
investigativas, entendendo essa proposta de ensino como diferenciada e desafiadora. A
realizacéo deste trabalho contribuiu, e pode contribuir mais ainda, para o desenvolvimento
da nossa capacidade, como educadores, ao interessar-nos por praticas pedagdgicas que
primam por um ensino-aprendizagem mais significativo, construtivo e prazeroso.
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