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Resumo:

O objetivo deste trabalho € discutir os efeitos de uma proposta alternativa para o estudo das
representacdes das solugdes de sistema de equacGes em IR?, sobre a Imagem de Conceito
de estudantes. As dificuldades encontradas pelos alunos em relacionar as representacdes
graficas e algébricas de equacdes e funcBes foi um dos problemas que motivaram a
elaboracdo deste trabalho. A metodologia empregada envolve uma pesquisa bibliogréfica
buscando fundamentar a estruturacdo teorica do trabalho, descrevendo os significados da
Teoria de Imagem de Conceito proposta por Tall & Vinner (1981) e um minicurso como
proposta alternativa para o ensino de equacdes e sistemas de equacgdes em IRz,

Palavras-chave: Imagem de Conceito, Geometria Dindmica, Sistemas de Equacoes,
Lugares Geométricos, Representacdes.

1. Introducéo

E observavel, em inimeros estudantes dos Ensinos Médio e Superior, uma grande
dificuldade em relacionar as representacdes graficas e algébricas de equacdes e funcdes.

Este foi o problema que motivou este trabalho.

A partir das discussdes realizadas entre os autores deste trabalho acerca das
dificuldades de seus proprios alunos ao longo do tempo, concluiu-se que esta ndo era uma
tematica pontual, mas um problema que afeta o ensino de Matematica em geral, uma

dificuldade que suscita debates entre a comunidade de Educacdo Matematica.

Das experiéncias em sala de aula, leituras e estudos a partir das publicacfes em
Educagdo Matematica e, das reflexdes em equipe, foi possivel levantar algumas hipoteses

que agravariam tal problema: a sequéncia pouco natural e muito distante entre os topicos
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de geometria analitica e funcdes; a falta de uma abordagem sobre Lugares Geométricos
(LG); e a falta de uma abordagem qualitativa sobre o nimero de solugdes de sistemas de
equacdes em IR2. Outra hipdtese levantada é a de que o uso de softwares de geometria
dindmica podera minimizar as dificuldades enfrentadas pelos estudantes na compreenséo
de conceitos mais complexos sobre equacbes e seus graficos, uma vez que favorece

simulacdes e estudos de parametros de forma visual.

Com base nesta problematica e nas hipoteses, resolvemos desenvolver uma
sequéncia didatica para o ensino de equages e sistemas de equaces em IR2, delimitando o

tema em “GeoGebra e o Lugar Geométrico de um Sistema de Equagoes em IR?”.

Este trabalho é justificavel na medida em que inimeros problemas vém sendo
enfrentados pelos ingressantes em disciplinas como o Célculo, Algebra linear, Geometria
Analitica, entre outras do ensino superior. Uma das bases para um bom desenvolvimento
em disciplinas como estas, é a interpretacdo das relacfes existentes entre as representacdes

graficas e algébricas de equacdes e fungdes.

Como embasamento tedrico para este minicurso utilizou-se a Teoria de Imagem de
Conceito proposta por Vinner & Hershkowitz (1980) e Tall & Vinner (1981), onde sdo
discutidas a ideias de Imagem de Conceito, Definicdo de Conceito, Imagem de Conceito
Evocada, Fatores de Conflito Potencial e Cognitivo. Outras pesquisas que complementam
a teoria em questéo sédo Tall (1988), Tall (1989), Banard & Tall (1997), Tall (2000), Tall,
McGowen & DeMarois (2000) descrevendo o conceito de Unidades Cognitivas e Raizes
Cognitivas. Giraldo (2004), Lima (2007) e Escarlate (2008), destacam e a apresentam
inimeras caracteristicas, propriedades e exemplos em que a Teoria de Imagem de
Conceitos se materializa. Além de discutir, apresentar e exemplificar esta teoria, Novais
(2011) levanta uma proposta alternativa para o estudo das relagdes entre equacdes em IRZ e

seus graficos. Esta proposta sera aplicada, parcialmente, neste minicurso.

Né&o pretendemos de forma alguma esgotar toda a apresentacdo possivel para este
tema, nem t&o pouco mudar a estrutura atualmente encontrada na educacgéo basica, todavia
objetivamos apresentar uma proposta que sirva de reflexdo e complementacao do estudo de

equacOes em IR2 e seus graficos.
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2. Uma proposta alternativa para o estudo de Equacdes e Sistemas de Equagdes em
IR?

O minicurso consiste de uma sequéncia didatica, focando o desenvolvimento da
Imagem de Conceito dos estudantes sobre o conceito de equacdes, que viabilize as
seguintes ideias: a compreensdo das nog¢des sobre LG, possibilitando a futura definicdo de
LG’s como a reta, circunferéncia, parabola, elipse, etc; 0 reconhecimento do grafico de
uma equagdo como o Lugar Geométrico das solucBes desta equacdo; o reconhecimento da
equacao da reta, parabola e circunferéncia; o entendimento que a solucdo de um sistema de

equac0es € dada pelos pontos de intersecdo entre 0s LG’s de cada uma das equacoes.

O fio condutor deste minicurso € o estudo de EquacBes Indeterminadas e Sistemas
de EquacBes’. A estrutura desta proposta divide-se em trés eixos norteadores (Lugares

Geométricos, Equagdes Indeterminadas e Sistema de Equagdes).

Como gancho inicial para o minicurso é solicitado aos participantes que indiqguem o
ndmero de solugdes para o sistema {z;y;;r:’ com melR. O caminho quase que
“automatico” ¢ o da resolugdo algébrica das equacdes, uma vez que este tipo de estratégia
tem sido o mais praticado pelos livros didaticos e consequentemente em nossa trajetéria
escolar. Apds alguns minutos de tentativas a questdo serd deixada de lado e a solucdo

solicitada pelos ministrantes ficara para o final do minicurso.
2.1. Lugares Geométricos

O software de geometria dindmica “Geo-Gebra” ¢ utilizado com os estudantes,
buscando-se a compreensdo da definicdo de Lugar Geométrico (LG), assim como as

definicdes de reta, reta mediatriz, circunferéncia, parabola e elipse.

Na figura 1, é apresentada a solucdo do exercicio “Qual é o LG dos pontos que
distam /2 unidades da origem e 1 unidade do ponto A=(-2,1)”. D&-se aqui uma idéia
inicial do que sera mais tarde a solucdo de um sistema de equacgdes, com base no conceito

de Raiz Cognitiva proposto por Tall (1989).

! Em Novais (2011) é possivel encontrar as atividades modulares desta proposta na integra.
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Figura 1: Solucgdes do exercicio 4, pontos D e E.

No diagrama 2, encontramos um resumo das principais aquisi¢es a serem obtidas
pelos participantes apds terem passado pelas atividades de 1 a 8 (anexo) “1* parte do

minicurso”, pretendidas nesta proposta de sequéncia didatica.

Lugares Geométricos
]

v v v
Reconhecimento que
) L dados as condicdes 1, 2,
Reconhecimento que Plenas f:o_ndlgoes de ... N & Seus respectivos
. p.)ode-se.ter.: r.1enhum, . deflnlr: rgta, LG-1, LG-2, ..., LG-n, 0
finitos ou |nf|n|tos pontos C|rc.unf.eren(:|ia, reta LG que atende
que. satlsfazem ) me@atnz, parabola e simultaneamente a todas
determinada condicao. elipse como LG’s. condicdes é formado pelos
pontos de intersecdo entre
todos os LG’s.
[ | |
v

Com as definicdes de reta, parabola, circunferéncia e etc., sera possivel posteriormente
provar afirmacdes sobre o grafico de equaces.

Diagrama 1: Resumo das conexdes fornecidas pelo segundo eixo norteador.

Em resumo as aquisicdes pretendidas sdo: compreensdo da nocdo de Lugar
Geométrico; condigdes plenas de definir reta, circunferéncia, parabola e outros LG’s;
reconhecer que a interse¢do entre dois ou mais LG’s é o Lugar Geométrico dos pontos que
satisfazem simultaneamente condi¢cdes de cada LG; e disponibilizar mecanismos para

futuras justificativas matematicas envolvendo graficos de equacdes.

2.2. Equac0es Indeterminadas

Nesta parte da estrutura alguns conceitos de equacdes de duas variaveis, isto €,

equacOes em IR2 sdo tratados de forma a desenvolver uma compreensédo do grafico de uma
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equacido como LG das solugbes desta equacdo. E utilizado o termo EquacBes
Indeterminadas, pois neste caso o conjunto solugdo pode ser tanto finito quanto infinito.
Vaérios exercicios a serem realizados no Geo-Gebra e com papel-lapis sdo apresentados

levando os participantes a conjecturarem propriedades inimeras propriedades.

Como gancho para iniciarmos esse méodulo, optamos pelas seguintes questdes “[...]
Um exemplo de equacédo indeterminada seria x+y=6. Quantas solucdes reais vocé poderia
listar para esta equagdo?” € “Como poderiamos representar todas as solugoes para a
equagdo x+y=6?". Nesta etapa, as diversas representagcdes das solugdes desta equacao
serdo abordadas. A representagdo por meio de uma tabela com os pares ordenados das
solucdes mostra-se ineficiente a medida que apresenta um subconjunto limitado e discreto
do conjunto solucdo, 0 mesmo acontece com a representacdo grafica a partir dos pares
ordenados da tabela.

Os principais objetivos propostos pelas atividades de 9 a 24 (anexo) “22 parte do
minicurso” em correlagdo com as atividades anteriores sdo: reconhecer o grafico de uma
equacdo em IR2 como o Lugar Geométrico das solucbes desta equacdo; e reconhecer o
Lugar  Geométrico  das  solugbes das  equacdes: y=ax+b,com a=0,

2

y=ax’+bx+c,com a0 e (x—a)’+(y—b)>=r? assim como a variagdo dos

parametros a, b, cer.
2.3. Sistema de Equacdes

Durante estd parte, inimeros sistemas sdo solucionados com a seguinte sugestdo
“Discuta o numero de solucbes dos sistemas de equacdes abaixo utilizando duas formas
qualitativas de resolucdo: 12 forma: Conjecture o nimero de solugdes dos sistemas de
equagdes abaixo, refletindo sobre o LG das soluc6es de cada uma das equagdes. 22 forma:
Use o GeoGebra para solucionar os sistemas”. E interessante observar que, anteriormente,
havia apenas uma condicdo imposta sobre o LG, fornecendo assim, na maioria dos casos,
um conjunto infinito de solucgdes. Ja nesta parte, ha duas condi¢des impostas para o LG,
neste caso sera necessario determinar: o LG referente a primeira equagéo, o LG da segunda

equacao, para, em seguida, determinar o LG que satisfaca ambas as condigdes.

Os principais objetivos propostos pelas atividade 25 (anexo) “3* parte do curso”
sdo: correlacionar os conhecimentos desenvolvidos nas atividades sobre LG e Equacdes

Indeterminadas, respectivamente, com a no¢do de nimero de solugdes de um sistema de
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equacOes; identificar a solucdo grafica de um sistema de equacBes como uma Raiz
Cognitiva para o desenvolvimento da teoria sobre sistemas, pressupondo-se que as nogoes
sobre Equacdes Indeterminadas j& fazem parte da Imagem de Conceito do estudante;
reconhecer que o conjunto solucdo de um sistema de equagdes é dado pelos pontos de
intersecdo entre os LG’s de cada uma das equagdes; reconhecer que o0s pontos de
intersecdo entre os graficos das equagfes sdo 0s Unicos pontos que satisfazem todas as
equacOes do sistema; e utilizar o software Geo-Gebra para uma melhor compreensdo de

conceitos complexos sobre sistemas, analisando e generalizando diversas propriedades.

No diagrama 3, podemos resumir as principais conexoes existentes nas atividades

sobre EquacOes Indeterminadas e Sistemas de Equacdes.

Equacdes Indeterminadas e Sistemas
[

v v
Equagdes Indeterminadas Sistemas de Equag0es
v v
Reconhecimento do gréafico de uma Reconhecimento da intersecdo entre os
equacio em R?, como o LG das solugdes »| graficos das equagBes de um sistema como
desta equagéo. 0 conjunto solugéo do sistema.
v v
Desenvolvimento da nocdo de identificagéo Anélise e generalizacdo de propriedades
do Lugar Geométrico de uma equacao .| relacionadas ao nimero de solucGes de um
especifica (reta, circunferéncia, conjunto - sistema de equacdes.

vazio, ponto e parabola).

I I
v

Generalizacdo, conjectura e demonstracdo de varias propriedades sobre as equacdes
indeterminadas e os sistemas de eauacoes.

Diagrama 2: Resumo das conexdes fornecidas pelo terceiro eixo norteador.

Para finalizar essa secdo, sera apresentado o Diagrama 4, que destaca as principais
conexdes entre 0s trés eixos norteadores, assim como seus respectivos modulos e algumas

observagodes sobre tais conexdes.
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Lugares Geométricos Equacdes Indeterminadas e Sistemas
I
\ 4 v v
Definigéo de LG. Equactes > Sistemas de
Indeterminadas. Fauacées.
v v v v v
Reta. Circun- Pardbola Gréfico como LG Intersecdo dos
feréncia. »  das solugdes de » LG’s como solugdo
! \ uma equagéo. do sistema.
| E |
i : v v :
i E Identificacéo Identificacéo Anélise do
i : do LG de uma do LG de uma namero de
----------- e— = — equacéo equacéo solucbes de um
! polinomial de polinomial de sistema de
! 1° grau. 2° grau. equacoes.
: ¥
|

Diagrama 3: Conexdes entre 0s eixos norteadores.

3. Consideragdes finais

Inicialmente, o problema que motiva a elaboracdo deste minicurso é “As
dificuldades encontradas pelos alunos em relacionar as representacdes graficas e
algébricas de equacdes e fungdes”. Além disso, em virtude da delimitacdo do tema,

procuramos focar nosso trabalho apenas na representacéo grafica de equacbes em IR2.

Acreditamos que o enriquecimento da Imagem de Conceito sobre as relacGes
existentes entre as equacdes e 0 lugar geométrico de suas solucdes servira como um
excelente fortalecedor da compreensdo sobre as diversas representacbes das funcOes
analiticas. Sendo assim, este trabalho deixa em aberto a possibilidade de estudo dos efeitos
da proposta alternativa sobre o ensino de funcdes analiticas na educacdo béasica ou

superior.

Acreditamos que a abordagem de Lugares Geométricos no ensino médio, associada

ao uso de software de geometria dinamica, minimiza as dificuldades encontradas pelos
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estudantes na compreensdo de conceitos mais complexos relativos as diversas

representacdes das solucdes de uma equacao®.

Ap06s a compreensdo adequada sobre Lugar Geométrico, a conjectura e analise de
algumas propriedades relacionadas a equacdes e seus gréficos, sera possivel realizar com
0s participantes uma analise qualitativa do nimero de solucbes de um sistema de equacdes
em IR2. Consideramos que esta analise foi extremamente importante para o enriquecimento
de suas Imagens de Conceito, 0 que futuramente podera contribuir para uma boa insercao
em areas mais avancadas da Matematica como o Calculo Diferencial e Integral, a Algebra
Linear e a Andlise.

Concluimos desta forma o trabalho, acreditando que uma proposta alternativa que
envolva uma sequéncia didatica bem estruturada, associada a utilizacdo de software de
Geometria Dinamica, destacando as conexdes entre lugares geométricos, equaches
indeterminadas e sistemas de equagcbes, minimizara as dificuldades encontradas na
compreensdo das relagdes existente entre as equacgdes e as diversas representagdes de suas
solugdes, assim como proporcionard a conjectura de propriedades que poderdo ser

discutidas através de uma argumentacdo matematica sélida.
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Anexo

Mini-curso: GEOGEBRA E O LUGAR GEOMETRICO DAS SOLUCOES DE UM
SISTEMA DE EQUACOES EM IR?

. . .. N . N X=Yy2+m
Motivacao: Quantas sdo as possiveis solugdes para o sistema de equacdes { AP
X2+ y2 =

com melR?

12 parte das atividades: Lugares Geométricos

Defini¢do: Um lugar geométrico é conjunto de pontos que satisfazem a uma ou mais
condicdes.

1) Vamos construir o lugar geométrico dos pontos que distam V2 unidades do ponto
0O=(0, 0) do planos cartesiano. Que lugar geométrico é esse?

2) Construa o lugar geométrico dos pontos que distam 1 unidade do ponto A=(-2, 1) do
planos cartesiano. Que lugar geométrico é esse?

3) Qual é o lugar geométrico dos pontos que satisfazem os exercicios 1 e 2
(simultaneamente)? Que conclusédo vocé pode chegar a partir deste exercicio?

4) Qual € o lugar geométricos dos pontos colineares aos pontos A=(-1, 2) e B=(3, -2)?
Que lugar geométrico € esse?

5) Qual € o lugar geométrico dos pontos colineares aos pontos C=(-4, 3) e D=(5, 0)? Que
lugar geomeétrico é esse?

6) Qual é o lugar geométrico dos pontos que satisfazem os exercicios 4 e 5
(simultaneamente)? Que conclusdo vocé pode chegar a partir deste exercicio?

7) Qual é o lugar geométrico dos pontos que satisfazem os exercicios 1 e 4? Que
conclusédo vocé pode chegar a partir deste exercicio?

8) Qual € o lugar geométrico dos pontos P, tais que dados os pontos F(1,2) uma reta r
paralela ao eixo OX, a distancia de P a F seja igual a distancia de P a r? Defina esse Lugar
Geométrico.

Algumas Definigdes:

Reta: E o lugar geométrico dos pontos colineares a dois pontos dados.

Circunferéncia: E o lugar geométrico dos pontos que distam r unidades de um ponto fixo,
com relR.. Chamamos raio a constante r e centro o ponto fixo.

Parabola: E o lugar geométrico dos pontos que equidistam a um ponto fixo F
(denominado foco) e a uma reta dada d (denominada diretriz), onde F £d.
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22 parte das atividades: Equacdes Indeterminadas

Pontos Genéricos

e  Porque chamarei equactes em IR2 de equacdes indeterminadas?

e Um exemplo: Seja a equacdo x+y=6. Quantas solucdes reais vocé poderia listar
para esta equacao?

e  Como vocé representaria as solucfes desta equacdo?

e  Como poderiamos criar um ponto genérico para esta equacao?

e  Poderiamos analisar o comportamento das solugdes através do ponto genérico?

e O que é o grafico de uma equagdo em IR??

e  Vamos digitar a equacdo no campo entrada do GeoGebra e teclar enter.

Escreva o0 ponto genérico das equacbes indeterminadas abaixo, verifique o
comportamento das solugdes através do comando Habilitar Rastro e em seguida
digite a equacéo.

9) 2x+6=4y. 10) 2x2+y=3x+2. 11) 4x2+9y?=36. 12) x>=16-y2. 13) xy-x2=2.

Vamos estudar o comportamento de equagdes indeterminadas da forma y=mx+g, com
m e g reais.

14) No campo entrada do GeoGebra digite, m=1 (tecle enter) e q=0 (tecle enter), exiba 0s
objetos m e ¢, em seguida digite a equagcdo y=m*x+q construindo assim o Lugar
Geométrico das solugdes da equacdo dada.

15) Com relacdo ao exercicio anterior, varie o valor de m no intervalo [-5, 5] e descreva o
comportamento do gréafico.

16) Com relacdo ao exercicio anterior, varie o valor de g no intervalo [-5, 5], descreva o
comportamento do grafico.

Vamos estudar o comportamento de equacgfes indeterminadas da forma (x-a)+(y-
b)2=r2, com a, b e r reais.

17) No campo entrada do GeoGebra digite, a=0 (tecle enter), b=0 (tecle enter) e r=1 (tecle
enter) exiba os objetos a, b e r, em seguida digite a equacdo (x-a)2+(y-b)2=r2 construindo
assim o Lugar Geométrico das solugdes da equacao dada.

18) Com relacéo ao exercicio anterior, varie o valor de a no intervalo [-5, 5] e descreva o
comportamento do grafico.

19) Com relacdo ao exercicio anterior, varie o valor de b no intervalo [-5, 5] e descreva o
comportamento do gréfico.

20) Com relagdo ao exercicio anterior, varie o valor de r no intervalo [-5, 5] e descreva o
comportamento do grafico.

Anais do XI Encontro Nacional de Educagdo Matematica - ISSN 2178-034X Pagina 11



Xl Encontro Nacional de Educa¢cdo Matematica
Curitiba — Parand, 18 a 21 de julho de 2013

Vamos estudar o comportamento de equagdes indeterminadas da forma y=ax?+bx+c,
com a, b e ¢ reais. (ao final da atividade experimente fazer o mesmo exercicio para a
equacao x=ay2+by+c)

21) No campo entrada do GeoGebra digite, a=1 (tecle enter), b=0 (tecle enter) e c=0 (tecle
enter) exiba os objetos a, b e ¢, em seguida digite a equagdo y=ax?+bx+c construindo
assim o Lugar Geométrico das solugdes da equacao dada.

22) Com relacdo ao exercicio anterior, varie o valor de a no intervalo [-5, 5] e descreva o
comportamento do gréafico.

23) Com relacdo ao exercicio anterior, varie o valor de b no intervalo [-5, 5] e descreva o
comportamento do grafico.

24) Com relacdo ao exercicio anterior, varie o valor de ¢ no intervalo [-5, 5] e descreva o
comportamento do gréafico.

32 parte das atividades Sistema de equactes

25) Discuta’ o nimero de solucGes dos sistemas de equacgdes abaixo utilizando duas formas
qualitativas de resolucdo: 12 forma: Conjecture o nimero de solucBes dos sistemas de
equac0es abaixo, refletindo sobre o LG das solucdes de cada uma das equac@es. 22 forma:
Use 0 GeoGebra para solucionar os sistemas:

3x-2y=1 ) 5x—2y=1 x> +y® =13
ox+y =4 9x—8y+18=0 “ 1oxy=1
12 forma: 12 forma: 12 forma:
22 forma: 22 forma: 22 forma:
X—y=4 2x—y=5 2X—y=5
d 4, e) { f) {
Yy —Xx+2y=8 4x—-2y =8 4x-2y =10
12 forma: 12 forma: 12 forma:
22 forma: 28 forma: 28 forma:
n x—y=-10 " x? +y® =13 N (x=1F +(y+2) =4
y?—x+2y=8 2x+3y+13=0 X2 —y=
12 forma: 12 forma: 12 forma:
22 forma; 22 forma: 23 forma:

Vocé conseguiria discutir o numero de solugdes para o sistema de equages inicialmente
proposto como motivacao? E qual seria esse nimero?
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