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Resumo

A problematica do ensino-aprendizagem de célculo diferencial e integral faz parte do
cotidiano dos professores dos cursos de Ciéncias Exatas. Um dos fatores que podem estar
associados a esta problematica é a falta de entendimento de alguns conteddos. Em
particular, o estudo de derivadas e diferencial de fungbes de mais de uma variavel real
geralmente é alocado em um segundo curso de célculo, frequentemente chamado de
“Calculo II”, mas geralmente este contetdo ndo € abordado com um nivel de detalhamento
que provoque o total entendimento dos alunos. Neste trabalho fazemos algumas reflexdes
sobre o ensino de derivadas parciais, derivada e diferencial de funcGes de duas variaveis
reais estabelecendo a relacdo destes conceitos com o conteudo de transformacdes lineares
visto em algebra linear. Além disso, fazemos a andlise da interpretacdo geométrica das
derivadas parciais exposta em dois livros didaticos e propomos a utilizacdo de um recurso
computacional para o ensino deste conteudo.

Palavras Chave: Derivada; Diferencial; Ensino de Calculo.

1. Introducéo

O contetdo de célculo diferencial e integral é muito importante para estudantes
universitarios das areas de ciéncias exatas pois fornece ferramentas para o aluno interpretar
e resolver problemas, mas também € consenso, segundo o ponto de vista dos estudantes,
que o aprendizado desta disciplina é muito dificil. Como ensinar Calculo de uma maneira
mais efetiva € um problema delicado para os professores. Entre a grande maioria dos
professores universitarios ainda se mantém a metodologia tradicional, quer seja pelo grau
de abstracdo que a disciplina envolve, quer seja pelo tempo disponivel para se desenvo lver
0 contetdo. Esta metodologia de ensino, geralmente, ndo promove um entendimento

aprofundado dos conceitos de derivada e diferencial, e muitos estudantes que concluiram
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as disciplinas que abordaram tais conceitos continuam sem compreendé-los ou aplica-los
em situacOes préticas.

Segundo Mandler et al (2008), em uma pesquisa realizada na UDESC, o contetdo
de derivadas foi apontado pelos professores, como sendo um dos contetidos que os alunos
apresentavam maiores deficiéncias de aprendizagem. Na o&tica dos docentes estas
deficiéncias sdo oriundas da falta de raciocino ldgico e pela dificuldade dos discentes em
estabelecer conexdes entre 0s conteudos.

Podemos observar que as nossas metodologias tradicionais de ensino ndo tém
propiciado o carater investigativo dos alunos, sendo que geralmente sdo reproduzidas
técnicas de resolucdo de exercicios, deixando de lado a busca por solu¢bes fundamentadas
no entendimento do conceito. Esta falta de entendimento do conceito e das representacdes
matematicas dificulta a sua aplicagdo em disciplinas mais avancadas dos cursos de ciéncias
exatas. Por outro lado, observa-se que ha uma grande desmotivacdo por parte dos alunos
para ultrapassar as barreiras encontradas durante o processo de ensino aprendizagem. Na
disciplina de “Calculo Diferencial e Integral II” fica mais evidente a falta de entendimento
da relacdo entre os conceitos de derivada e diferencial, pois devido ao curto espaco de
tempo em que estes contetdos sdo ministrados, as relagdes entre derivada e diferencial e a
relacdo entre diferencial e transformacéo linear em geral ndo séo enfatizadas.

A diferenca entre derivada e diferencial geralmente ndo é percebida em fungdes
reais de uma variavel real, pois para as funces de uma variavel, a diferencial e a derivada
se confundem, sendo entendidas como a mesma coisa (0 que constitui uma falha de
entendimento). A diferenca entre derivada (matriz de uma transformacdo linear) e
diferencial (uma transformacéo linear) fica mais evidente para funcdes de varias variaveis
onde a diferencial tera um papel importante em aplicacdes praticas e que € diferente da
derivada parcial (inclinacdo da reta tangente a uma curva sobre o gréafico da funcéo).

Apresentaremos neste trabalho uma breve explanacdo sobre o conceito de derivada
e diferencial e algumas considerac6es sobre o ensino de derivada de uma funcdo de duas
variaveis reais. Enfocaremos também os aspectos didaticos do ensino de derivadas parciais
nos cursos de “Calculo II”, mais especificamente no que concerne a interpretacéo
geométrica das derivadas parciais e como estas sdo apresentadas em alguns livros
didaticos. Por fim abordaremos a utilizacdo de recurso computacional para o ensino de

derivadas parciais.
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2. O conceito de derivadas parciais

A definicdo de derivada e diferencial para funcdes f:DcR*> —>Ronde Déum

conjunto aberto de SR> tem como principais elementos as nog¢des de limite de funcdo de

vérias variaveis e de transformagcéo linear do espaco vetorial %R para o espago vetorial R .
A nocdo de transformacéo linear é vista num curso de &lgebra linear e a nogdo de limites é
vista no proprio curso de célculo. O contetdo de transformacéo linear € visto geralmente
no mesmo semestre em que se ministra o contetdo de derivada e diferencial, sendo que
primeiro é abordado o conteudo de derivada e diferencial (no curso de célculo 1) e depois
é abordado o contetdo de transformagéo linear (no curso de algebra linear). Contando
com o conhecimento de transformacdo linear a definicdo de derivada e diferencial fica
mais elegante e mais natural.

Apresentaremos aqui a abordagem feita no livro de Edwards o qual mostra a
relacdo entre derivada e transformacéao linear. Inicialmente apresentaremos a definicdo de
derivada e diferencial de uma fungédo de uma variavel real, e a seguir trataremos de fungdes
de duas variaveis reais, por entendermos ser esta abordagem menos confusa e mais
interessante:

Consideremos agora uma funcdo f : R — R que é derivavel em um ponto a,
portanto,

£ (0= im f(a+ hh)— f(a),
f(x+h)-f(x)- f(a)h
h
Af,(h)=f(a+h)-f(a) e df,(h)= f(a)h temos  que
o )-dt,(h)

h

=0. Chamando

que é equivalente a lim
h—0

lim =0. A aplicagio linear df, : R — R definida por
.

df,(h)= f (a)h é chamada a diferencial de f no ponto a. A matriz da

aplicagdo df ¢ a derivada de f dada por f'(a). (EDWARDS, 1973, p. 56-
57)

A definicfo exposta acima nos diz que df,(h) é uma boa aproximacio de 4f,(h).
Consideremos a aplicagdo linear df, :9% — R definida por df,(h)= f (a)h, cuja matriz

em relacdo a base canbnica de R (note que a base canbnica de R é o vetor u=1,
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considerando 8 como um espago Vvetorial sobre R) é a matriz 1x1 dada por

[df, ]=[f'(a)]. Como a matriz da aplicagdo diferencial é uma matriz 1x1 e, portanto um

namero, a confusdo entre derivada e diferencial € comum.

Em geral nos cursos de Célculo II ndo ¢ mencionada a definicdo de “derivada” e de
“diferencial” para uma fungdo de duas variaveis limitando-se t40 somente ao ensino das
derivadas parciais ja que este conceito supre as necessidades praticas dos profissionais das
areas exatas, ndo necessitando, na maioria das vezes, do aprofundamento nos conceitos de
derivada e diferencial para fungio definidas em 9. Mas de onde surgem as derivadas
parciais amplamente ensinadas na grande maioria dos cursos de ciéncias exatas? Para
responder a esta pergunta vamos novamente recorrer a definicao de diferenciabilidade dada

em sua forma mais pura por Edwards (1973, p. 67) para fungbes de R*em R :

A aplicagio f : D « R* — R, onde D é um conjunto um aberto em R? , ¢

diferenciavel no ponto a € D se e somente se existe uma transformagcéo linear
L:R> > R, tal que

lim F(a+h)-F(a)-L(h)

h—0 ‘h| =0. ®

A aplicacdo L é denotada por dF, e é chamada a diferencial de F no ponto
a. A matriz da aplicacdo linear dF, , denotada por F'(a) é chamada a
derivada de F no ponto a. (EDWARDS 1973, p. 67. Traducdo livre)

Na definicdo de diferenciabilidade esta explicito que a transformacdo linear L(h) é
uma aproximagéo para a variacdo AF = F(a+h)— F(a) dafungdo F , pois o limite acima
quer nos dizer que para | h|pequeno L(h)~F(a+h)-F(a).

Como L é uma transformacdo linear de R* em R temos que Lé da forma
L(h)= ph, +gh, onde h=(h,h,)e as constantes pe gdevem ser determinadas. Pela

definicdo de limite para funcdes de varias variaveis reais, quando o limite existe este limite

€ unico independente do caminho escolhido. Tomemos o0 seguinte caminho

C, = {(m’hz)e N2 /h, = 0} e vamos calcular o limite dado em (8) por este caminho:

im F(a+h)-F(a)-L(h)

=0
h—0 ‘h‘
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Utilizando o fato de que a=(xy,).jh[=he L(h)=ph +gh,=ph,, j&a que

h=(h,,0)temos

F(x,+h,,Y, ) F(xovyo)— ph,

lim =0
n,—>0 h,
que é 0 mesmo que:
lim Fx +hy,Y,)- F(Xo,yo)_ ph, _ 0
n,—>0 h, h,
portanto,
lim F(Xo"'hwyO)_F(Xo,yO): D
n,—0 h,

O limite lim F (% * Yo )= Flx, Yo )

é chamado de derivada parcial de Fem
h—>0 h,

relacdo a x no ponto (xo,yo)e denotado por Z—F(xo yo). A partir desta definicdo podemos
Vo
oF - -
ver que p:&(xoyyo) Analogamente se calcularmos o mesmo limite utilizando o

_J0F
caminho C, = {(hl,hz)e R /h = 0} chegaremos a conclusdo que q‘a—y(xo, Yo). Assim a

transformacéo linear L pode ser escrita como L(h,,h,)= %(xo,y0 h, +%(xO Yo)h, . A

partir desta concepcdo da transformacdo linear L, podemos notar a diferenca entre
diferencial e derivada de uma funcdo de duas variaveis reais. A diferencial da funcdo F no
ponto P(xoyyo) é a propria aplicacdo linear L e pela expressdo da aplicacdo L vemos que
esta aplicacdo € uma boa aproximacdo da funcdo F para pontos préximos do ponto

P(xolyo). A derivada de F denotada por F'(x,,Y,)é a matriz da aplicagdo linear

JF JF
L:®? »>R. Como L@OFZ (oY) ¢ LOLF W(XO’VO) concluimos que a matriz

de L seradada por: F'(x,,y,)=[L]= {Z—F (X9, Yo) %(x0 Yo )} Portanto as entradas da
X

matriz derivada de F s&o as derivadas parciais da funcdo F .
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Usando a aplicagdo linear L podemos obter uma boa aproximagdo para

AF = F(a+h)- F(a) desde que ]h] seja suficientemente proximo de zero, pois neste caso
L(h) ~ AF . Este fato fica mais facil de ser visualizado para funcdes definidas em R?, ja
que neste caso z=F(x,y) é uma superficie em R*. A variagio de F, AF, é dada por

AF=F(x, + Ax, Y, + Ay)—F(X, y,). Portanto, tomando  h=(4x4y) tem-se,
L(4x,4y)= AF | ou seja, L(4x, Ay) = F(x, + Ax, Y, + Ay)— F(X, ¥y ).

Como vimos anteriormente,

dal,

Se chamarmos dx = Ax, dy=Ay e dz= Z—F(xo Yo )dx+%(xO Y, )y, temos que
X

dz ~ AF . O dz acima expresso é chamado, na maioria dos livros didaticos, de diferencial

de F no ponto (xoyyo).

Com isto podemos notar que a definicdo dada por Edwards nos fornece a origem
das derivadas parciais e nos mostra a diferenca entre derivada e diferencial para uma
funcdo de duas variaveis reais. No entanto, esta abordagem nédo é fornecida nos cursos de
Caélculo 11, pois em geral os alunos ndo contam com a nogdo de transformacao linear

quando chegam na parte de diferenciabilidade no Célculo 1.

3. Interpretacdo geométrica das derivadas parciais

No ensino de derivadas parciais € imprescindivel mencionar a interpretacdo
geométrica das derivadas parciais, sendo que este contetdo é de dificil entendimento por
parte dos alunos pelo fato de que se apresenta um objeto tridimensional desenhado no
plano bidimensional. Em geral, nos livros didaticos de célculo a figura que contém a
interpretacdo geomeétrica da derivada parcial contém muitas informagdes como o plano que
intercepta a superficie, as curvas de intersecdo, as retas tangentes, os angulos de inclinagéo

da reta tangente prejudicando o entendimento da interpretacdo geométrica.
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Entendemos que o livro didatico exerce papel fundamental tanto para o professor,
que pode usar o livro para dar um direcionamento de como abordar o tema ensinado, como
para o aluno, que usa o livro para complementar a abordagem feita pelo professor em aula
e para esclarecer duvidas. No entanto, a forma como determinado tema é abordado no livro
didatico pode auxiliar ou dificultar o processo de ensino-aprendizagem.

Explanaremos a seguir como alguns livros didaticos apresentam a interpretacdo
geométrica das derivadas parciais € como isto contribui ou ndo para o entendimento dos
alunos.

No livro “Calculo, Vol. 2” de Stewart (2009, p. 839) a interpretacdo geométrica da

derivada parcial é feita mostrando-se a seguinte figura:

7 P

S T >
4 e &
p, —
y e | Pla, b.c) \"
4 / }
o

Figura 1: Interpretacdo geomeétrica no livro de Stewart
Fonte: Stewart, 2009, p. 839

Conforme Figura 1, observa-se que na interpretacdo geométrica sao apresentadas as
retas tangentes as curvas C, e C, (curvas de intersecéo entre a superficie z= f(x, y) e 0S
planos x=aey=Db, respectivamente), mas ndo € colocado o desenho dos planos
mencionados. Apos o desenho da Figura 1 é feita a relacdo entre derivadas parciais e
inclinacdo da reta tangente as curvas, no entanto nao € apresentado na figura o angulo de
inclinacdo das retas tangentes. Para o aluno que esta estudando este contetdo é importante
que o desenho contemple os planos x =a e y=b para enxergar de fato que as curvas C,
e C, resultam da intersegdo destes planos com a superficie. Além das retas tangentes as
curvas, o desenho deveria contemplar os angulos de inclinacdo mostrando explicitamente a
sua localizacdo levando o aluno a compreender que as derivadas parciais representam as
inclinagdes das retas tangentes.

O livro “Calculo B” de Gongalves (2012, p.101) apresenta a interpretacao

geométrica das derivadas com o auxilio das seguintes figuras:
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Figura 4.4
Figura 4.3 X

Figura 2: Interpretagdo geomeétrica no livro de Gongalves
Fonte: Gongalves, 2012, p.101

A interpretacdo geométrica é apresentada em dois graficos, um para derivada em
relacdo a x e outro para derivada em relacdo a y. Os desenhos, apesar de simples, séo
bem claros, mostrando a reta tangente a curva de intersecdo entre a superficie S e o plano
Y=Y, € oangulo a que esta reta forma comareta y=y,,z=0 para a derivada parcial
em relagdo a x. Do mesmo modo também mostra a reta tangente a curva de intersecao
entre a superficie S e o plano X=X, e, o angulo £ que esta reta forma com a reta
X=X,,z=0 para a derivada parcial em relagdo a y . Especifica que as derivadas parciais

sdo as inclinaces das retas tangentes mostrando no desenho o angulo de inclinacdo e

ressaltando que tg(a):%(xolyo) e tg(ﬁ):%(xovyo). No nosso ponto de vista, nos

desenhos da Figura 2 falta explicitar os planos y=1y, e x=Xx, para o aluno entender que

as curvas C, e C, surgem da intersecdo destes planos com a superficie S. Na sequéncia
do contetdo exposto no livro de Gongalves é apresentado um exemplo pratico envolvendo
um paraboloide onde solicita-se que se calcule a inclinacdo da reta tangente a uma

determinada curva num determinado ponto, conforme Figura 3.
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Figura 3: Exemplo 4.1.6 do livro de Gongalves
Fonte: Goncalves, 2012, p. 102

Na Figura 3 observa-se a curva intersecéo, a reta tangente, o angulo de inclinacdo
desta reta e esboca-se uma ideia do plano x =2 que intercepta a superficie. Este exemplo
pratico complementa a interpretacdo geométrica dada na parte tedrica da interpretacdo
geométrica.

Acreditamos que o livro de Gongalves fornece a interpretacdo geométrica mais
clara que o livro de Stewart, mas os desenhos apresentados ainda podem ser melhorados

mostrando tambem os planos de intersecdo, y=y, e x=Xx,, com a superficie. Além

disso, a Figura 1 poderia apresentar os angulos de inclinagédo das retas tangentes.

4. Uma proposicdo de visualizacdo da interpretacdo geométrica das derivadas

parciais usando recurso tecnolégico

Nesta secdo apresentamos um recurso tecnolégico-didatico para que o professor de
Calculo 11 possa criar suas préprias ferramentas geométricas e assim usa-las para alimentar
0 processo de entendimento da interpretacdo geométrica das derivadas parciais. Segundo
Kenski (2007, p. 103),

O uso criativo das tecnologias pode auxiliar os professores a transformar
o0 isolamento, a indiferenca e a alienagdo com que costumeiramente 0s
alunos frequentam as salas de aula, por meio das quais eles aprendam a
serem pessoas melhores e cidadados participativos.

Uma das tecnologias que fornece auxilio nas aulas de Calculo sdo os softwares

livres que existem disponiveis na rede. Segundo Silveira e Bisognin (2008),
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A interface dindmica, a interatividade que esses programas propiciam e
os recursos de manipulacdo e movimento das figuras geométricas que se
apresentam na tela do computador, contribuem no desenvolvimento de
habilidades em perceber diferentes representacdes de uma mesma figura,
levando desta maneira a descoberta das propriedades das figuras
geométricas estudadas.

O software livre usado para gerar as figuras neste trabalho foi o winplot. O winplot
é um programa para plotagem de graficos de funcGes de uma e duas variaveis,
extremamente simples de ser utilizado, pois dispensa o0 conhecimento de qualquer
linguagem de programacéo e é distribuido gratuitamente (WINPLOT, 2011). Ao explorar a
interpretacdo geométrica das derivadas parciais atraveés do winplot, software de geometria
dindmica, o professor tem a possibilidade de movimentar e analisar o objeto estudado sob
diferentes angulos e explorar as propriedades do objeto levando-o a experimentar, testar
hipdteses, desenvolver estratégias, argumentar, deduzir.

Vamos, entdo, apresentar algumas etapas da construcdo de uma figura geométrica
usando o winplot. Nas etapas de construcdo da figura veremos que Sa0 necessarios
conhecimentos sobre equacdo de superficies, parametrizacdo de curva, equagédo da reta e
derivadas parciais.

Na janela do winplot escolher a caixa “3-dim” para graficos em 3D, em seguida
abrir a janela “Equacdo” e escolher a opcdo “Paramétrica”. Para exemplificar, vamos
desenhar no primeiro octante a esfera de equacéo x’+y*+2°=4  Para tanto temos que

x = 2sin(u )cos(t)
entrar com a equacdo na forma paramétrica |y = Zsin(u)sin(t) e restringir os parametros
z = 2cos(u)
para 0<t<z e O0<u<z. Com a restricdo de parametros, restringimos a esfera ao

primeiro octante, conforme Figura 4.
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superficie x{t,u) , y(t,u) , z(t,u) rz|

W= | ]

w= | 2sin(ulsint]

z= |2u:|:u$[u]

tmin |0.00000 divistes [36
b mnax |1.5?EIBEI pontos W
umin [0.00000 divistes [36
L1 mas |1.5?EIBEI pontos W

car ezpessura da linha |1

[ desenhorapido W espectro [ grade

[ sombrear  cor 1 | u:-:ur2| car |

ak. | u:anu:elar| ajuda | x

Figura 4. (a)Janela com equacgdo paramétrica da esfera Ly +s=4 (b) Representacéo da superficie
esférica no primeiro octante.

Na sequéncia precisamos delimitar este sdlido representando a interse¢do da esfera
com os trés planos coordenados, conforme Figura 5 e Figura 6.

superficie x(t,u) , y(t,u) , z(t,u) E'

- B

w= |uFsqri4-1]

z= |t

tmin [0.00000 divisies [36 Emin |0.00000 divisties |36

b s W pontoz W t man |2.EII:IEIEIEI pontos W

wmin [0.00000 divisBes [38 wmin |0.00000 divisties [36

1 s W pontoz W I mas |'I.EII:IEIEIEI pohtos W
cor ezpeszsLUra da linha |1_ cor ezpezswra da linha |'|—

v deserhorapido | especto | grade v desenhordpida | espectro | grade

[ sombrear  cor | u:u:-r2| cor | [ sombrear  car 1 | u:u:-r2| cor |

ok, | cancelar| ajuda | ok, | n:anu:elar| juda |

Figura 5: Janelas de comando para representar a interse¢do da esfera com os planos yz e xz, respectivamente.
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superficie x{t,u) , y(t,u) , z(t,u) g|

x= [l

w= |utzgrt{d-t)

z= |E|

tmin |0.00000 divisBes |36
b max IW pontos W
u min |0.00000 divistes |36
LI as IW pontos W

cor ezpezsura da linha |1

[v desenhorapido [ espectro [ grade

[ sombrear  car 1 | u:u:ur2| car |

ok, | u:anu:elar| ajuda |

Figura 6. (a) Janela com comandos para representar as intersecdes da esfera com o plano xy (b)
Representacéo da esfera no 1° octante.
O préximo passo é representar o plano ¥ = ¥p. Para este exemplo escolhemos, a fim

de uma boa visualizagdo, ¥ = 1. Também temos que dar entrada na equagdo do plano na
forma paramétrica, conforme Figura 7.

superficie x(t,u) , y(t,u) , z(t,u) g|

tmin [0.00000 divistes [36
b nds ’W pontos W
u min (000000 divisties |36
L ma ’W pontos W

cor ezpeszura da linha 4

[v deserhordpido [ espectro | grade

[ sombrear  cord | |:|:|r2| car |

ok, | cancelar| ajuda |

Figura 7. (a) Janela com comandos para representar o plano y=1 (b) Representacdo do plano y=1
interceptando a esfera.

Podemos recortar 0s excessos, ou seja, a parte do plano que ndo tem interse¢do com
a esfera, conforme a Figura 8. A curva interseccdo entre o plano Y=1 e a esfera tem
. y=1 . : .
equagao ¢ , = e podemos destacé-la na figura. Para tanto, basta escolher a opcéo
X“+z2°=
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“Equagdo/Paramétrica” e entrar com a equagdo na forma parameétrica,

x=t,y=1le z=sqrt(3—t=*t)com 0<t<+3e0<u<l.

superficie x(t,u) , y(t,u) , z(t,u) @

w= |l

v= |1

z= |uWisqr3-)

tmin [0.00000 divisties (36
b mas IW pontos W
u min |0.00000 divisBes (36
e W pontoz W

cor ezpezzura dalinha |4

v desenhordpido [ espectro [ grade

v sombrear  cor ‘ CD[E‘ cor ‘ /
ok, | u:anc:elar| ajuda |

X

Figura 8. (a) Janela com comando para obter apenas a intersecdo entre o plano e a esfera (b) Intersecdo do
plano y=1 com a esfera com destaque a curva intersec¢ao entre a espera e o plano y=1.

E necessario escolher um ponto pertencente & curva para entdo tracarmos a reta

tangente. Para uma boa visualizacdo escolhemos x=125 e, portanto 0 ponto
P(1.25,1,+/1.4375). Para marcar o ponto basta entrar com suas as coordenadas na caixa
“Equagao/Ponto/Cartesiano”.

Para tracar a reta tangente a curva no ponto pré-determinado precisamos conhecer

sua equacdo. E nesse momento que precisamos saber que o coeficiente angular da reta

of _
tangente equivale a ﬁ(xo’zo) e que a reta esta contida no plano Y= Yo . A equacdo

Y=Y
entdo é dada por of , onde *o'Yo:%0 sdo as coordenadas do
2-2,=—(X5,20 )X =X, )
OX
ponto P. A Figura 9 mostra a janela de comandos para entrar com a equacgédo da reta na
forma paramétrica e a imagem resultante.
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p=

2= Isqrt['l 4375125411 25)/5qut{1.4375)
tmin |0.00000 divistes [36
b max IW pontog Iﬁ
umin |0.00000 divisies |36
U W ponkog W

car ezpessura da linha |3
[v desenhordpido | especto [ grade

[ zombrear  cord ‘ u:u:ur2| car |

ok | u:anc:elar| ajuda | /

X

Figura 9. (a) Janela de comando para a reta tangente (b) Representacdo da esfera no 1° octante com destaque
ao ponto de tangéncia e reta tangente a curva intersecdo entre esfera e o plano y=1.

Os mesmos procedimentos podem ser feitos de forma semelhante ao que propomos
aqui para representar a interpretacdo geométrica da derivada parcial em relacéo a variavel
y.

E possivel melhorar a visualizacdo da Figura 9(b), como por exemplo, deixar as
linhas internas ao sélido pontilhadas, linhas mais nitidas, desenhar o angulo de inclinagéo
da reta tangente, usando um software de edicdo de imagem. O software livre usado para

gerar a Figura 10 foi o Inkscape ja que o winplot exporta graficos na extensdo .svg,
compativel com o Inkscape (INKSCAPE, 1991).

Figura 10: Imagem do sélido com a indicacdo do angulo de inclinagio da reta tangente
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5. Considerac0es Finais

Nos livros de “Calculo II”, os conteudos de derivadas e diferenciais sdo abordados
de forma independente da algebra linear, de modo que ndo é feita a conexdo entre
derivadas e transformacdo linear. Esta relacdo ndo € feita, pois ambos os contelidos sdo
vistos de forma independente e em tempos diferentes, sendo assim o contetido de derivadas
é apresentado de maneira autossuficiente cuja abordagem ndo necessita de transformacao
linear. No entanto, neste trabalho ressaltamos que a relacdo entre os conceitos é importante
para aquele aluno ou professor que deseja aprofundar seus conhecimentos e verificar que
0s conteudos estao relacionados apesar de serem abordados de maneira independente.

Como nos cursos de calculo 11 o ensino de derivadas limita-se basicamente ao
ensino de derivadas parciais, diferencial e plano tangente para uma fungdo de duas
variaveis reais, a interpretacdo geometrica das derivadas parciais como a inclinacéo da reta
tangente ao grafico da funcdo € muito importante para o processo de aprendizagem. Varios
livros didaticos que abordam o contetdo de derivadas parciais apresentam ilustracdes com
a interpretacdo geomeétrica, mas a grande maioria ndo fornece muitos detalhes em suas
ilustracbes que facam com que o aluno tenha o amplo entendimento. Analisamos
especificamente os livros de calculo de Gongalves e Stewart e verificamos que no livro de
Goncalves a interpretacdo geométrica é feita de forma mais clara do que no livro de
Stewart. No entanto, as figuras que auxiliam na interpretacdo das derivadas parciais podem
ser completadas apresentando de forma clara os planos de intersecdo e os angulos de
inclinacdo das retas tangentes. Como nos livros didaticos nem sempre sdo encontradas as
figuras ideais que permitam um bom entendimento da interpretacdo geométrica, o
professor pode construir suas proprias figuras com o auxilio de um software.

O roteiro apresentado para a construcdo de uma figura permite auxiliar na
visualizacdo da interpretacdo geométrica das derivadas parciais com a utilizacdo do
software winplot. A vantagem da utilizacdo deste software é que ele permite visualizacGes
em diferentes angulos mostrando varios detalhes que uma figura estatica ndo mostra.

Além do software o professor de célculo pode se beneficiar de outros recursos
didaticos como, por exemplo, materiais concretos, maquetes, videos e situacdes-problemas

envolvendo derivadas parciais.
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