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Resumo:

Esse artigo apresenta resultados de uma pesquisa realizada com a elaboragdo, aplicacdo e
analise de Atividades Investigativas relativas ao Tridngulo de Pascal, suas propriedades e seus
padrdes. O objeto de estudo e investigacdo consistiram na andlise da contribuicdo deste
conteudo para o ensino e aprendizagem de Andlise Combinatéria. As propriedades do
Triangulo de Pascal podem ser interpretadas em situagdes-problema e serem justificadas tanto
algebricamente como por argumentos combinatorios. Foram trabalhadas sete atividades na
Pesquisa, mas neste artigo foi tratada apenas referente a Relagdo de Stifel. Os referenciais
teoricos metodologicos que alicercam essa Pesquisa sdo a Resolugcdo de Problemas, a
Investigacdo Matematica e Analises de Erros.
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Introduciao

A educagdo passa por um processo de profunda transformacgao, onde se pode constatar
no numero cada vez maior de pesquisas sobre ensino em todas as areas do conhecimento e,
particularmente, na Educacdo Matematica. A escola reflete de modo imediato essas
transformagdes, na qual se percebe o crescente volume dos contetdos nos curriculos das
disciplinas, o que de certa forma distancia cada vez mais o pensamento critico e as
experiéncias das praticas escolares, pois ndo had tempo e espago suficientes para refletir ou
vivenciar uma aquisicdo de conhecimento, pois este ¢ rapidamente substituido por outro, as

transformagdes sao continuas e ha uma constante desatualizacao das informagoes.

Assim, uma proposta a combater essas dificuldades ¢ a de ensinar Matemadtica por

meio de processos de Investigacdo Matematica, Resolu¢do de Problemas e Analise de Erros,
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sendo que isso passa pela mudanga de foco na pratica escolar, fazendo com que a aula deixe
de ser simplesmente uma transmissao de contetido. Assim, nessa proposta didatica o professor
participa e incentiva discussdes, propde novos questionamentos conduzindo o processo de

ensino com maior dinamismo.

Um exemplo dessa situacdo pode ser visto nos sofiwares voltados a educacdo. Ha
varios programas graficos, como Winplot, Geogebra, Mathlab, dentre outros, de Geometria
dindmica que possuem a grande facilidade de permitir a criagdo e movimentos de objetos na
tela. Uma de suas varias ferramentas ¢ o de apresentar o grafico quando o aluno insere uma
funcdo. Segundo Borba e Villareal (2005), ressalta-se o apelo visual desses softwares de
Geometria dindmica proporcionando diferentes estratégias em complemento ao lapis e papel.
E possivel, por exemplo, analisar o comportamento de uma fungio variando seus pardmetros

e, fazer uma comparagdo mais clara da relacdo entre o algébrico e o grafico.

Assim, ampliam-se significativamente as possibilidades de investigagdo e de
experimentacdo matematica oferecida por essas midias, uma vez que tais possibilidades
permitem aos alunos fazerem constru¢des que se fossem feitas com régua e compasso, nao
haveria a possibilidade de interagdo com o desenho, por ele ser estatico. Os recursos
apresentados pelos softwares da aos alunos a possibilidade de fazer simulagdes para confirmar

ou refutar conjecturas, fazendo, assim, descobertas através do processo investigativo.
1. Fundamentacio teorica

A aprendizagem do individuo em formular e resolver problemas come¢a na sua
experiéncia escolar, no universo da sala de aula. Entretanto, resolver problemas tem sido um
grande desafio na escola. Na maior parte das situacdes se d4 mais valor a forma que ao
conteudo. Toma-se um problema como referéncia, o professor apresenta uma solucdo para
esse problema e em seguida o aluno repete o procedimento de maneira mecanica em outros
problemas do mesmo tipo. Dessa forma, o aluno ndo desenvolve a estratégia de raciocinio
para a resolu¢do de um problema, ou seja, o aluno ndo aprende com significado de

aprendizagem. E a consequéncia disso ¢ que pouco tempo depois esse conhecimento se perde.
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Considerar a pratica educativa com a metodologia de Resolu¢do de Problemas vai
muito além de seguir uma receita mencionada no paragrafo anterior. Segundo D’Ambrosio
(1997), o professor ndo pode circunscrever a sua pratica a resolver ele mesmo os problemas,
mas antes desenvolver um processo no qual haverd o questionamento e o consequente debate
que serd desenvolvido com a constru¢ao de um plano de agdo. E o processo de construcao de
conhecimento dos alunos ocorre a partir das experiéncias pessoais por parte de cada
individuo. Assim, sustentada por uma metodologia de aprendizagem por descoberta e ndo por
repeticdo, o contetido ndo ¢ apresentado aos alunos de forma pronta, acabada, mas passa por
um estdgio de plena discussdo, estabelecendo entre as partes (professor e alunos) uma relacao

dialogica.

Pesquisas como a de Gazire (1998) apontam o problema como o ponto de partida do
processo de construcdo do conhecimento. Em seu trabalho, a autora destaca a principal
caracteristica dessa perspectiva: “Se todo contetido a ser aprendido for iniciado numa situa¢ao
de aprendizagem, através de um problema desafio, ocorrerd uma construcdo interiorizada do
conhecimento a ser adquirido” (GAZIRE, 1988, p.124). Para Echeverria e Pozo (1998),
quando o aprendizado ¢ baseado na Resolucdo de Problemas, no momento em que ¢ bem
aplicado o método, o aluno desenvolve sua capacidade de aprender a aprender tomando para
si o dominio de procedimentos para dar resposta as mais diversas situagdes, sejam elas

escolares ou cotidianas.

Apesar de muito difundida entre os pesquisadores, a Resolu¢do de Problemas como
metodologia ainda traz algumas discordancias e confusdes a respeito de seu significado e dos
conceitos que estdo associados a ela. Desse modo, termos como “estratégia”, “heuristica”,
“problema”, entre outros, ainda sdo tratados de diversas formas entre os pesquisadores. Pode-

se ressaltar esse fato, de acordo com Fernandes (1992):

A Resolug@o de Problemas ¢ a componente da investigagdo em educagdo
Matematica mais estudada nos ultimos anos. Paradoxalmente, é uma area sobre a
qual se sabe relativamente pouco e que, inclusivamente, se pode considerar algo
caotica. De fato e, por exemplo, ha dificuldades em distinguir os processos
utilizados na Resolucdo de Problemas; desenvolver instrumentos que avaliem esses
mesmos processos; ¢ identificar métodos mais adequados para o desenvolvimento da

chamada capacidade de Resolugéo de Problemas. Isto sem referir a outros conceitos
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mais utilizados em Resolu¢do de Problemas tais como “estratégia”, “heuristica”...

(p.43).

As pesquisas em Educacdo Matemdtica que enfatizam a Resolu¢do de Problemas
como metodologia de ensino defendem que esta seja, na pratica escolar do ensino de
Matematica, uma atividade desenvolvida pelos alunos ndo apenas de modo pontual,

paralelamente ou a margem do contetido, mas como parte integrante do ensino.

Ja em relacdo a Investigacdo Matematica como metodologia de ensino, de acordo com
Ponte, Brocado e Oliveira (2003), h4 nessa situacdo uma necessidade por parte dos alunos da
criacdo de hipoteses, a elaboragdo de conjecturas, a verificagdo dos resultados, para que

busquem falhas no processo ou apoio de fundamentos que os confirmem.

Para Ponte et al (1998) uma Investigacdo Matematica se inicia com uma situa¢ao que
possa ser compreendida e posteriormente descrita com termos matematicos. Os autores
salientam a importancia de observar as informagdes disponiveis, fazer suposigoes, testa-las,
argumentar em termos plausiveis sua veracidade. Para os autores, todas essas agdes tornam-se
indispensaveis em uma atividade investigativa constituindo mesmo a propria esséncia desta.
E, nessa tarefa, assume o professor papel decisivo de sustentar o equilibrio entre manter a
autonomia do aluno como investigador e orientar em medida, para que o trabalho flua
naturalmente de maneira satisfatoria. O trabalho de Ponte (2003) mostra que ¢ possivel
encontrar, de acordo com o autor, quatro aspectos principais em uma Investigacao
Matematica. O primeiro refere-se a identificagdo da situacdo, sua exploracdo preliminar e
formulagcdo das questdes. O segundo aspecto remete a Investigacdo a formulacdo de
conjecturas. O terceiro inclui a um refinamento das conjecturas obtidas anteriormente apos a
realizacdo de testes. E o quarto e ultimo aspecto numa Investigagdo Matematica ¢ o da
argumentacdo e avaliacdo do trabalho. Segundo Ponte (2003), pode-se sempre programar o
modo de comegar uma investigacdo, mas nio se sabe como ela ird acabar. A variedade de
percursos que os alunos podem seguir ¢ enorme, podendo ocorrer avangos, recuos €
divergéncias. Erros conceituais sdo esperados, numa rica multiplicidade de situagdes, criando

naturalmente uma conexdo com a metodologia de ensino baseada na anélise de erros.

A andlise de erros, apds a correcdo de avaliacdes e atividades propostas, ndo ¢ algo

exatamente novo entre os professores, e isso ¢ facilmente observado nos didlogos de
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professores com seus pares ou mesmo com seus alunos, quando hd um questionamento sobre
os critérios para as correcdes. O que se pode perceber atualmente ¢ a capacidade, como
pesquisa e estratégia de ensino, de se examinar com mais profundidade essas investigacdes,

para que essas possam trazer andlises mais precisas e intervengdes pedagodgicas mais

adequadas.

No trabalho de Cury (2007), ha um retrospecto das pesquisas sobre andlises de erros
em que a autora defende ser a Investigagdo Matematica e Andlise de Erros ndo somente uma
linha de pesquisa, como também uma metodologia de ensino, desde que seja trabalhada no
sentido de promover o debate entre os alunos pelo questionamento e reflexdo de seus erros.
Segundo a autora, essas discussdes devem fazer parte de disciplinas de cursos de formacao de
professores, dadas a sua importancia e dificuldade. Para Souza (2002), devem ser refutadas
todas as ideias de fracasso que se assumem diante de algum erro cometido por um aluno,
segundo o modelo pedagdgico tradicional. De acordo com a autora, ¢ fundamental a analise
do erro, no sentido de se planejar intervengdes de forma que essa andlise leve a uma
compreensdo ampla sobre onde e porque foi cometido o erro, dando continuidade ao processo
de construcdo do conhecimento. H4 também um componente de subjetividade na avaliagao do
erro que o professor ndo pode desconsiderar. As diversas realidades dos alunos, culturais,
académicas e sociais devem ser também objetos de andlise. Segundo Pinto (2000, p. 164 e
165), “O mais importante ¢ o professor adotar uma atitude reflexiva diante do erro do aluno,
procurando, ndo apenas, compreender o erro no interior de um contexto de ensino, mas

também compreender o aluno que erra”.
2. A elaboracao das atividades

A partir da perspectiva do ensino pautado nas metodologias de Resolugdo de
Problemas, Investigacdo Matematica e Analise de Erros, foram elaboradas sete atividades
baseadas em algumas propriedades do Tridngulo de Pascal, que auxiliaram no
desenvolvimento do aprendizado de Andlise Combinatdria por meio de descobertas guiadas
das propriedades, ou seja, por um método baseado na investigacdo no qual o aluno aprende

descobrindo e ndo apenas recebendo de modo passivo as informacgdes. E as observacdes das
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propriedades relacionadas a situagdes-problemas permitem a compreensio de sua

demonstra¢cdo com a utilizacdo de argumentos combinatorios.

Nesse artigo ¢ apresentada apenas uma das atividades, especificamente a que se refere
a Relacdo de Stifel. As atividades foram elaboradas e posteriormente aplicadas para um grupo
de vinte e cinco alunos do 2° ano do ensino médio sendo que, além de seguir a abordagem
tedrico-metodoldgica das Investigacdes Matematicas, Resolugdo de Problemas e Andlise de
erros, também se pautaram nas orientagdes dos Parametros Curriculares Nacionais de
Matematica, no sentido de promover o desenvolvimento do pensamento l6gico-dedutivo, a
fim de motivar o aluno a compreender situacdes diversas, resolver problemas e aplicar o

conhecimento matematico as variadas situagdes do cotidiano.

H4, assim, o objetivo de oferecer ao aluno uma sequéncia didatico-metodoldgica, com
o intuito de facilitar o processo de aprendizagem do contetido e conduzi-lo a refletir,
compreender e analisar as mais diversas situagdes-problemas presentes, principalmente, na
Andlise Combinatdria. Isso contribui para uma ampliagdo dos métodos de Resolucdo de
Problemas como linha metodoldgica de aprendizagem, valorizando ndo somente os contetidos
dentro dessa area de conhecimento, mas também a capacidade de mobiliza-los nas diferentes
situacdes, as quais se fazem necessarias, desenvolvendo, dessa forma, habilidades e

competéncias necessarias e indispensaveis na formacao dos estudantes.
3. Exemplo de atividade: A Rela¢ao de Stifel

Uma das propriedades mais conhecidas e de facil percepcdo no Triangulo de Pascal ¢ a
Relagdo de Stifel, que diz: “a soma de dois elementos consecutivos de cada linha ¢ igual ao

elemento localizado na proxima linha situado entre esses dois que foram somados.”

Na atividade proposta, ndo hd uma apresentagdo formal dessa propriedade, mas uma

descoberta guiada. Inicialmente, tem-se a ilustragdo do Tridngulo (na forma binomial)

A . < 2 2 3 4 4
destacando alguns grupos de bindmios que satisfazem a relagao, como b, € L 0u

5 ~ 2 2 3
e . . Sem uso de palavras, faz-se a observagdo de que o to= et =
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Assim, a primeira questdo da atividade pede que seja indicado qual bindmio estd

localizado a direita de : , ha quinta linha. A segunda questio pede que seja identificado qual

o bindmio da sexta linha se localiza entre eles. O objetivo das duas primeiras questoes ¢ o de

mostrar como escolher os bindmios encadeados na Relagao de Stifel.

A terceira questdo pede que seja explicitada a relacdo entre os bindmios, apds serem
encontrados os valores dos bindmios. Ap6s uma intervengdo prevista a fim de estabelecer a
relagdo pretendida ¢ dito aos alunos que tal relacdo ¢ conhecida como Relacdao de Stifel. A
seguir, ao explorar a capacidade de verbalizagdo dos alunos, na quarta questdo ¢ pedido que a
Relagdo de Stifel seja enunciada com palavras, sem calculos ou exemplos. Isto ¢, usando a

representacdo na lingua natural.

Nas questdes 5, 6 ¢ 7, ¢ pedido que o aluno apresente a Relagdo de Stifel para os

oA 5 8 35 A s . .
bindmios o, ¢ ,, com seus binémios consecutivos, respectivamente. Ressaltando que

os dois primeiros podem ser facilmente comprovados por meio dos calculos dos valores dos

AL s ’ ~ 35 . . ~ I 14
bindmios. J4 em relagdo a |, » certamente na dificuldade da verificag¢@o por calculos, hd uma

crenca na veracidade da relacdo por meio de uma inducdo vulgar, ou seja, a partir de alguns

poucos casos observados, considera-se que a ideia seja verdadeira de modo geral. Na oitava

questdo, pede-se que seja escrita a Relacao de Stifel para : e seu consecutivo, criando assim,

a regra geral, mas ainda sem uma demonstragao.

Apobs as oito questdes, ¢ entdo estabelecida uma situagdo-problema associada a
Relacao de Stifel. O problema compara todas as comissdes que podem ser formadas a partir
de um grupo de pessoas com comissdes formadas com ou sem determinada pessoa. Assim, a

partir de um grupo de oito pessoas, pergunta-se:

1) Quantas comissoes podem ser formadas escolhendo quatro dentre essas
pessoas?

2) Suponha que uma das oito pessoas da turma seja Leonardo e que por alguma
razdo ele ndo possa entrar no grupo das quatro pessoas. Portanto, quantos grupos podem

ser formados sem Leonardo?
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3) Suponha agora o contrario, que Leonardo tenha que ser um dos quatro

escolhidos. Dessa forma, quantos sdo os grupos em que Leonardo é sempre uma das

pessoas escolhidas?

4) Mostre que os valores obtidos satisfazem a Relagdo de Stifel.

Para se estabelecer uma regra geral, explorar a capacidade de argumentacdo do aluno e
contribuir para fazé-lo compreender e utilizar um argumento combinatdrio, a seguir ¢
associado a0 mesmo principio das questdes apresentadas anteriormente, porém numa situacao
geral. Dessa forma, foram elaboradas mais quatro questdes a partir do seguinte problema:

considere um grupo de k + 1 pessoas que devem ser escolhidas dentre n + 1 pessoas. E assim,

¢ pedido que:
1) Escreva na forma binomial quantos sdo os grupos possiveis de serem formados.
2) Escreva na forma binomial quantos sdo os grupos que ndo incluem certa pessoa.
3) Escreva na forma binomial quantos sdo os grupos que incluem certa pessoa.

4) Por meio de um argumento combinatorio utilize os itens (1), (2) e (3) para justificar

a Relagdo de Stifel.

4. Resultados

Naturalmente, devido ao pequeno grau de complexidade das quatro primeiras
questdes, foram encontrados poucos erros, causados principalmente devido a falta de atencao

dos alunos e alguns erros conceituais, como o exemplo do Quadro 1 ilustra.

Quadro 1: resposta de aluno.

(3) Calculando os valores desses bindmios, que a relacdo podemos estabelecer entre
esses trés bindmios?

Jor 58 Q@WQ&\V\C;M&W"L u,«&\x AA
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como ¢ possivel observar no Quadro 2 a seguir.

Quadro 2: resposta de aluno.

‘Y\e‘/’w{«,w’:f‘ m) i (:ﬂ) torn ~AOLaE

K

ol W&}"’(‘“& o o kurgras ﬂ{h:;

ilustrado no Quadro 3 a seguir.

Quadro 3: resposta de aluno.

/

Alguns alunos destacaram-se pela forma correta e objetiva de expressar a relagdo,

Também nas questdes 5, 6 e 7, os erros encontrados foram poucos, sendo apenas erros

Na oitava questdo foi explorada a generalizagdo da propriedade a partir de exemplos
numéricos trabalhados e mesmo sem a necessidade de demonstrar, alguns alunos

apresentaram dificuldade de se expressarem algebricamente. Assim, ocorreram erros como

e seu consecutivo.

Quadro 4 a seguir.

Em relagdo a segunda parte da atividade, no desenvolvimento da situagdo-problema,
as trés primeiras questdes apresentaram apenas quatro alunos que deixaram a questdo sem
responder, sendo que os demais acertaram os questionamentos. J4 na quarta questdo, que

verifica a capacidade de argumentagdo do aluno, foram encontrados erros como ilustrado no
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Quadro 4: resposta de aluno.

(4) Mostre que os valores obtidos satisfazem a Relacéo de Stifel.

As questdes 5, 6 e 7, apresentaram poucos erros, todos relativos a dificuldade dos
alunos se expressarem algebricamente. Na questdo 8, mais uma vez ficou revelada a

dificuldade dos alunos em fazer argumentacdes dedutivas, onde o Quadro 5 a seguir ilustra

um desses exemplos.

Quadro 5: resposta de aluno.

(8) Tente através do raciocinio obtido em (5), (6) e (7) dar um argumento
combinatério que justifique a Relagao de Stifel.

e i dos
A'@ﬁw\, oL IMo. WW VAN \d m;e*a o gglw,

/

| \

Para esse grupo de alunos as andlises feitas mostram a necessidade de se trabalhar

varios aspectos da algebra e de argumentagdes que sustentem as afirmativas feitas por meio

das observagoes realizadas.

5. Consideracoes finais
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Apos a elaboragdo, aplicagdo e andlise dos resultados das atividades, tal sequéncia de
atividades se mostrou adequada a contribuir para o ensino de Andlise Combinatdria no sentido
de estabelecer uma reflexdo a respeito de temas relacionados, como as demonstragcdes em
Matematica, bem como potencializar o aprendizado do conteudo por meio da relagdo entre as
propriedades combinatorias e as situagdes-problema, contribuindo para o processo de
constru¢cdo do conhecimento. As observagdes das propriedades do Triangulo de Pascal por
meio das descobertas guiadas se mostrou um método eficaz para o aprendizado, confirmando
as pesquisas que defendem a Investigacdo Matematica como metodologia de ensino. Também
a Resolucdo de Problemas como processo de constru¢do do conhecimento pdde ser verificado
no desenvolvimento das atividades aplicadas, sendo a conexdo entre o pensar e o fazer, na
passagem entre a observagdo e a generalizagcdo das propriedades do Tridngulo de Pascal. E
ainda a Andlise de Erros se mostrou um componente fundamental para a superagdo das
adversidades quando, por exemplo, foi verificada a falta de habilidade de alguns alunos para
realizar argumentacdes, mesmo compreendendo as relagdes entre os bindmios, como também
a dificuldade da manipulagdo algébrica por parte de alguns alunos se mostrou um impeditivo

para o avanco das descobertas e generalizagdes.

Em relacdo a questdo que essa Pesquisa se propunha a responder: “Que contribui¢des
a metodologia baseada na Resolu¢do de Problemas e na Atividade Investigativa em sala de
aula pode trazer para o ensino e a aprendizagem de Anélise Combinatoria?” Pode-se afirmar
que o conjunto das atividades elaboradas a partir das metodologias de Resolugdo de
Problemas, Investigagdo Matematica e Analise de Erros tiveram o mérito de trazer entusiasmo
dos alunos pelas descobertas realizadas, na medida em que participaram ativamente da
explora¢do, como também propiciaram a compreensdo das ideias, estabelecendo condi¢des

favoraveis para que esse aprendizado fosse consistente e com significado.
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