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Resumo:

O presente artigo aborda o ensino e a aprendizagem de fungdes Derivadas na disciplina de Célculo I,
em relacdo as contribui¢des da visualizacao pelo software GeoGebra. A metodologia de pesquisa foi
qualitativa e procurou compreender a visdo que professores de Calculo tiveram de atividades
exploratorias, sendo que as formas utilizadas para a coleta dos dados foram os registros de gravagdes
em audio, as proprias atividades exploratdrias e questiondrios. Nesse contexto, eles fizeram uma
experimentagdo relacionando as atividades com as principais defini¢cdes que foram sugeridas pelo livro
didatico utilizado como suporte para a sua elaboragdo. O estudo aponta que o sofiware GeoGebra
contribui para que o professor reflita sobre a sua pratica pedagdgica quando faz uso das demonstracdes
e exemplos com graficos de fun¢des Derivadas, oportunizando aos alunos uma melhor interacdo e
aprofundamento dos principais conceitos que envolvem tais graficos.

Palavras-chave: Ensino e Aprendizagem em Calculo I; Derivadas; Atividades Exploratorias;
Visualizacao; Software GeoGebra.

1. Introducio

A pesquisa em Calculo I tem se tornado crescente no ambito da Educacdo Matematica
no Ensino Superior. O ensino de Calculo apresenta dificuldades epistemolédgicas (SAD, 1998;
REZENDE, 2003) e problemas como: a falta de conhecimentos prévios de Matematica por
parte de muitos alunos, altos indices de reprovagdo, turmas muito cheias (MARTINS
JUNIOR, 2015; REZENDE, 2003), dentre outros que ainda merecem aten¢io de pesquisas
para serem melhor compreendidos.

Apesar de existir uma tensdo devido ao rigor no trabalho feito com essa disciplina
(REIS, 2009), acreditamos que a sala de aula pode ser modificada por aquilo que o professor
faz, associando, dessa maneira, o uso da tecnologia computacional ao ensino e, assim,
apresentar um diferencial para a sua forma de trabalho e para a aprendizagem dos alunos.

Apresentamos atividades exploratorias que utilizam a visualizacdo como aspecto
teorico principal utilizado em sua realizagdo (ARCAVI, 2003; MARTINS JUNIOR, 2013,
2015; TALL, 1991), sendo elas um componente indispensdvel para a concretizacdo desse

trabalho.
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Essas atividades foram elaboradas e adaptadas com base em outras atividades contidas
no livro didatico de Flemming e Gongalves (2006). Optamos por escolher este livro pelo fato
de ser utilizado em muitos cursos superiores brasileiros.
Neste trabalho, utilizamos a pesquisa Qualitativa em que os dados foram coletados a
partir dos registros das atividades realizadas, questionarios e pela gravag¢dao, em audio, do
didlogo entre os professores e, tal didlogo, serviu como registro para verificar se as atividades
ofereciam contribui¢des no ensino e na aprendizagem com graficos de funcdes Derivadas pela

percepcao desses professores de Célculo 1.

2. Fundamentacio Tedrica

O uso das tecnologias computacionais tem proporcionado muitas oportunidades para
se observar e experimentar o que esta acontecendo com muitos conteudos que sdo trabalhados
na disciplina de Célculo Diferencial e Integral, a possibilidade de visualizagdo e a multipla
representacdo dessas informagdes sdo exemplos disso. Nesse artigo, descrevemos uma
pesquisa que ocorreu a partir de representacdes graficas de fungdes Derivadas com
professores da disciplina de Calculo I ou disciplinas semelhantes.

Nesta pesquisa, iremos tratar da visualizacdo que ¢ proporcionada pelo uso do
computador. O processo de visualizacdo tem sido muito utilizado para realizar pesquisas, em
especial no ambito da Educacdo Matemadtica, possuindo elementos que sdo necessarios aos
processos de ensino e na aprendizagem de contetidos matematicos em todos os niveis.

Mesmo sendo importante nos processos de ensino e na aprendizagem, a visualizacio
ainda representa um assunto secundério em relagdo a muitos aspectos da Matematica, como
por exemplo, os processos algébricos e geométricos, mas a sua utilizagdo tem se tornado uma
oportunidade para o desenvolvimento de pesquisas em Educacdo Matematica (ARCAVI,
2003; COSTA, 2002; PRESMEG, 2006; TALL, 1991; VILLARREAL, 1999).

Observando algumas defini¢cdes gerais sobre a visualizagdo elencamos, inicialmente, a
que aparece no diciondrio Aurélio (FERREIRA, 2004, p. 2069) em que a “visualizagdo ¢ o ato
ou efeito de visualizar; transformagdo de conceitos abstratos em imagens reais ou
mentalmente visiveis; processo de visualizar”. Os conceitos abstratos ou mentalmente visiveis
estdo ligados aos aspectos cognitivos, ou seja, & mente humana e, também, ao que acontece
durante a formagao das imagens realizadas pelos mais diferentes individuos. Desse modo, ndo
temos como desatrelar a visualizagdo de algo relacionado a cogni¢do pelo fato de possuir

aspectos direcionados aos estudos de Psicologia e, em especial, aos processos de ensino e
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aprendizagem. Com isso, Presmeg (2006, p. 206, tradugdo nossa) afirma que “assim, a
visualizag¢do inclui processos de construcdo e transformacdo, tanto imagem visual mental e
todas as inscri¢gdes de natureza espacial, que podem ser implicadas no fazer Matematica”.
Notamos que, no fazer Matematica, a visualizacdo estd diretamente vinculada a esses
processos € ao que pode acontecer no cérebro humano e, bem como, a constru¢do de imagens
que podem ser formadas durante a aprendizagem de contetdos ligados a essa disciplina,
sendo isso o que se justifica para usé-la.
Também como complementacdo a essas ideias, apresentamos a defini¢do dada por

Arcavi (2003) para quem:

Visualizacdo ¢ a habilidade, o processo e o produto da criacdo, interpretagao,
uso de reflexdo sobre figuras, imagens, diagramas, em nossas mentes, no
papel ou com ferramentas tecnoldgicas, com a finalidade de descrever e
comunicar informacgdes, pensar sobre e desenvolver ideias previamente
desconhecidas e entendimentos avancados. (ARCAVI, 2003, p. 217,
tradug@o nossa).

Nessa defini¢do, notamos uma abrangéncia de aplicacdo da visualizacdo e de como ela
pode beneficiar o ensino e a aprendizagem. Também aparecem elementos que sio
caracteristicos para um melhor desenvolvimento dos processos mentais ¢ de como essas ideias
podem se tornar aliadas para a compreensdo de conteidos matematicos.

Quando tais imagens, oriundas de uma percep¢do ou abstracdo, sdo formadas no
cérebro, elas comegam a tomar forma na mente humana. Presmeg (2006) esclarece sobre a
imagem visual e ainda caracteriza a pessoa que pode utiliza-la, da seguinte forma: “[...] uma
imagem visual ¢ tida como uma construcdo mental que representa a informagdo visual ou
espacial, e um visualizador é uma pessoa que prefere usar métodos visuais quando existe essa
opc¢ao” (PRESMEG, 2006, p. 207, traducdo nossa, grifo da autora).

Enfatizamos que a visualizagdo estd relacionada com o ato de ver e estd diretamente
ligada ao pensamento e a fun¢do cerebral. Mesmo que muitos professores ndo valorizem a
visualizagdo como uma oportunidade de aprendizagem para os alunos, ¢ inegavel que ela
contribui para isso. Porém, essas oportunidades variam de acordo com as propostas que
podem ser feitas para os alunos e quais pensamentos eles podem mobilizar. No uso da
cogni¢do, trabalhando com processos mentais, os professores e alunos desenvolvem o
pensamento matematico e, dentro desse componente, temos o pensamento visual-espacial,

definido por Costa (2002, p. 263) como “o conjunto de processos cognitivos para os quais as
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representacdes mentais para objetos espaciais ou visuais, relagdes e transformagdes podem ser
construidas, manipuladas e codificadas em termos verbais ou mistas”.
Dessa forma, ao usar o pensamento visual ¢ possivel fazer operagdes intelectuais sobre
o material perceptivo-sensorial e de memoria, relacionando-as com a manipulacdo e
transformagao de ideias e, bem como, na tradu¢do e comunicacdo dos métodos e conceitos

que sdo utilizados para a exploragdo desse pensamento.
3. Procedimentos Metodologicos

Para a obtencdo dos dados, a metodologia utilizada foi a da pesquisa Qualitativa, que
tem sido um eixo norteador de trabalhos dentro da Educagdo e, consequentemente, em
Educag¢ao Matematica (BICUDO, 2012; BORBA; ARAUIJO, 2012; GOLDENBERG, 2004:
LUDKE; ANDRE, 1986).

Neste trabalho, os dados foram coletados a partir das atividades realizadas,
questionarios e pela gravacao, em audio, do didlogo entre os professores e, tal didlogo, serviu
como registros para verificar se as atividades oferecem contribuigdes no ensino e
aprendizagem com graficos de fungdes Derivadas pela percepcdo desses professores de
Calculo L.

As atividades exploratorias foram indispensaveis para a coleta dos dados, bem como,
foi um fator decisivo para uma melhor realizagdo dessas propostas. Desse modo, relatamos

que Martins Junior (2015) as representa como um:

Conjunto de atividades, didaticamente planejadas, com o objetivo de
permitir a exploracdo, a conjecturacdo, a dedugdo ldgica, a inducdo, a
intuicdo, a reflexdo na acdo e a mediagdo em relagdo aos conteudos
abordados para possibilitar a constru¢do de conhecimentos realizados por
seus atores, sendo essas atividades livres ou guiadas e, usando para isso, 0s
meios necessarios que possam dinamizar a relacdo entre a teoria e a pratica e
o ensino para a aprendizagem. (MARTINS JUNIOR, 2015, p. 58-59).

Essas atividades exploratorias auxiliaram, conjuntamente com o dinamismo que o
software GeoGebra proporciona, na exploragdo de conteudos com graficos de fungdes

Derivadas de uma funcao e variavel real.
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4. Descricao e Discussdo a partir da producio da Atividade Exploratoria

A realizagdo dessa atividade exploratéria ocorreu no laboratorio de Educagao
Matematica na Universidade Federal de Ouro Preto — UFOP, num periodo de duas horas. Para
a sua realizagdo tinhamos um computador com o software GeoGebra instalado e um gravador
em audio para capturar o didlogo que ocorreu entre os professores. Os participantes receberam
todos os materiais necessarios para fazer algum rascunho ou célculos de algum item da
questdo como folhas de papel em branco, lapis, caneta e borracha.

A pesquisa foi desenvolvida com 04 professores de Célculo I, todos com nivel de
Mestrado e com experiéncia nessa disciplina. Optamos por dividi-los em duplas. A primeira
dupla de professores passou a ser chamada de Dupla A, pois realizaram a primeira atividade,
sendo formada por um professor que tinha mais tempo de experiéncia em sala de aula com o
outro que tinha menos tempo e, em seguida, a Dupla B que recebeu a segunda atividade.
Trouxemos neste artigo a resolu¢do de 01 dessas atividades exploratdrias que foi extraida do
livro de Flemming e Gongalves (2006) e depois adaptada para a participacdo da Dupla A, que
¢ a unica dupla da qual faremos algumas descri¢cdes e andlises. Maiores detalhes das outras
atividades desenvolvidas podem ser consultados em Martins Junior (2015). Os principais
contetidos das fungdes Derivadas nessas atividades envolveram dominio, imagem, raizes,
pontos criticos, extremos, crescimento e decrescimento, concavidade, pontos de inflexdo,
limites no infinito e assintotas.

Os critérios utilizados para a escolha dos professores que participaram de nossa
pesquisa foram: trabalhar com a disciplina de Célculo Diferencial e Integral; possuir Mestrado
na area de Matematica Pura ou de Educacdo Matematica; ser professor em uma Instituicao de
Ensino Superior Publica ou Privada; e disponibilizar-se a participar da pesquisa no
Laboratério de Educagdo Matematica da UFOP para realizacdo das atividades exploratorias.

Eles escolheram quem ficava manuseando o software GeoGebra e quem ficava com os
rascunhos e, com isso, facilitou a dinamica da pesquisa. Desse modo, a atividade usada nesse
experimento esta disposta a seguir, bem como, alguns de seus graficos construidos e didlogos
durante o experimento. Os didlogos aparecem em ordem crescente como em D; que
representa o primeiro didlogo que achamos interessante analisar e os outros também

obedecem a esse mesmo critério.
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MODELO DA ATIVIDADE EXPLORATORIA

Construa no GeoGebra o grafico da fun¢do, alterando as escalas dos eixos, se

necessario, para obter uma janela de inspecao apropriada:

1 1
f(x)= Zx4—2x3—§x2+30x+10

Com base na visualiza¢ao do grafico construido e utilizando os recursos adequados do

GeoGebra, pede-se:

1) Encontre o dominio da fungao:
Sugestao:
a) Passeie ao longo do eixo x, visualizando a existéncia do grafico da fungao;

b) Como vocé justificaria algebricamente o dominio encontrado?

2) Encontre a imagem da funcao:
Sugestao:
a) Passeie ao longo do eixo y, visualizando a existéncia do grafico da fung¢ao;

b) E possivel justificar algebricamente, nesse momento, a imagem encontrada?

3) Estime as raizes da fung¢ao:
Sugestao:
a) Passeie ao longo do eixo x, visualizando a existéncia de raizes da fungao;

b) Qual ¢ a quantidade e natureza de todas as raizes?

4) Analise os pontos criticos da fungdo:
Sugestao:
a) Construa a Reta Tangente (4* janela), passeando ao longo do grafico da fungao;

b) Como podemos verificar algebricamente os pontos criticos encontrados?

5) Discuta a existéncia de extremos da fung¢ao:
Sugestao:
a) Construa a Fung¢do Derivada 1* (Entrada), estimando suas raizes;

b) Como podemos verificar algebricamente os extremos encontrados?

6) Analise os intervalos de crescimento e decrescimento da fungao:

Sugestao:
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a) Mova a Reta Tangente, passeando ao longo do grafico da funcao;

b) O que podemos observar em relagio a reta tangente na Janela de Algebra?

7) Analise a concavidade da func¢ao:
Sugestao:
a) Construa a Fun¢do Derivada 2* (Entrada), verificando seu sinal;

b) Como podemos verificar algebricamente a concavidade?

8) Discuta a existéncia de pontos de inflexdo da fungao:
Sugestao:
a) Analise o grafico da Fung¢do Derivada 22, verificando suas raizes;

b) Como podemos verificar algebricamente os pontos de inflexdo encontrados?

9) Analise os limites no infinito da funcao:
Sugestao:
a) Passeie ao longo do grafico da fung¢ao;

b) Como voc¢ justificaria algebricamente a existéncia ou ndo desses limites?

10) Discuta a existéncia de assintotas:
Sugestao:
a) Passeie ao longo do gréfico da fung¢ao;

b) Como vocé justificaria algebricamente a existéncia ou ndo de assintotas?

Apds uma breve leitura da atividade, os professores plotaram a func¢do polinomial no
software GeoGebra e acabou na representacdo grafica, conforme a figura 1. Os professores
foram resolvendo as questdes no software GeoGebra e no rascunho e, na medida do possivel,
tentavam se aproximar do contexto da sala de aula para produzir um parecer a respeito da
contribuicdo dessas atividades para as demonstracdes com graficos de fungdes Derivadas.
Trouxemos alguns dos didlogos que ocorreram durante a solucdo de determinados itens das
questdes, que estdo numerados de forma crescente. Na solucdo do item 1, que pediu o

dominio da fungao:

Notamos que existe uma tendéncia dos alunos para olharem o grafico nas
proximidades de sua origem e esquecem que existem infinitos pontos que
podem ser percorridos pela fung¢do para tentar verificar se tem algum
problema e, talvez devido aos exemplos construidos em anos anteriores onde
os professores ao construirem o grafico de uma fun¢do mais simples no
quadro trabalhavam as informacdes mais préoximas de sua origem ou
simplesmente, como ¢ polinomial entdo x € R e isso ainda acontece até
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FONTE: Martins Junior (2015, p. 68).

Percebemos, nesse didlogo, uma dificuldade que muitos alunos ainda trazem de anos
anteriores no estudo do dominio de fungdes, que a localizacdo destas, geralmente, esta
proxima da origem do sistema cartesiano. Desse modo, o software GeoGebra estd gerando
uma possibilidade de ampliagdo do que ocorreu com o dominio da fun¢do polinomial e o

motivo dele pertencer aos reais.
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O software usado ¢ bastante dinamico e, caso o professor que o manuseie, ndo tome
cuidado com o tempo de exploragdo dos itens das questdes que sdo propostas, pode perder
tempo durante o processo de ensino e dificultar a aprendizagem dos alunos. Como sugestao,
eles mencionam que ¢ indispensavel o uso do aspecto algébrico, que ¢ uma caracteristica
bastante usada por professores durante as aulas de Célculo I; o que completa o uso do
software GeoGebra ¢ justamente a visualizagdo que ele permite associada ao aspecto
algébrico desenvolvido pelos professores, seja na sala de aula ou no laboratério de Educagao
Matematica.
Prosseguindo agora para o item 4 da atividade que solicitava a analise dos pontos
criticos da fungdo, os professores apagaram o ponto B da resposta anterior e construiram a
reta tangente, fixando nela o ponto A e exploraram a fungao, subindo ou descendo, tentando
perceber o que acontecia ao desloca-la. Fizeram isso no software e dava para ver que existiam

trés pontos criticos; a respeito do que aconteceu, afirmaram:

Conseguimos ver quando a reta tangente estd em cima dos pontos criticos,
ela fica praticamente horizontal ao eixo x e ¢ essa a definicdo que usamos
para mostrar aos alunos que existem os pontos criticos, sendo eles maximos
ou minimos, podendo ainda ser locais ou absolutos. Ao verificar a posi¢ao
quando a reta fica em cima deles, temos os seguintes pontos encontrados:
temos um ponto de minimo que é absoluto e esta localizado em (—2,—32),
depois um maximo relativo em (3; 61,75) e, por ultimo, um minimo
relativo em (5;53,75). Desse modo, conseguimos verificar algebricamente
quando derivamos a fungdo e igualamos a zero, ou seja, f'(x) = 0. Isso fica
interessante quando podemos fazer uma conexao daquilo que o GeoGebra
mostra com aquilo que pode ser construido na sala de aula com os alunos: as
defini¢des e a visdo que o software proporciona que sdo os dois aspectos que
precisam ser levados em consideracdo e associados na hora de se utilizar
algum software de Matematica nas aulas de Calculo. (D; da Dupla A).

Existe a definicdo da inclinacdo da reta tangente que ¢ usada pelos professores na
determinag@o dos pontos criticos de uma funcdo, quando ela permanece totalmente horizontal
no eixo das abscissas, entdo, fornece um valor que pode ser um valor de minimo ou de
maximo em uma fun¢do. Notamos neste didlogo, que os professores pelas suas experiéncias,
relataram que a utilizacdo do software GeoGebra daria para fazer a comprovagdo das
defini¢cdes que sdo usadas nas fases de demonstracdo do conteudo ou a parte teorica. Ele
funciona como um recurso que apoia o processo de ensino para os professores e ajuda os
alunos na aprendizagem, proporcionando uma melhor compreensdo do que representam esses
valores encontrados, que sdo confrontados com a parte algébrica que ¢ utilizada pelos

professores durante a solucdo de questdes como essas com seus alunos.
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Apos a realizagdo das questdes dessa atividade, finalizamos pedindo aos professores

que dessem o seu parecer em relagdo as possiveis contribuigdes, eles mencionaram que:

Para mim, contribuem sim. Elas permitem ver o que esta acontecendo com a
fun¢do, conseguimos ver o seu deslocamento ou o movimento do ponto, da
reta e das derivadas encontradas, os motivos para compreender o que
representa aquele ponto de méximo ou de minimo, onde a fungdo muda a sua
concavidade, o porqué da fun¢do ir para o infinito, podendo entender os
motivos de aproxima¢do das assintotas e nunca tocad-las e essa é a
oportunidade de justificar as defini¢des ja realizadas e tudo em tempo real,
em que a midia tradicional seria dificil para se trabalhar nas aulas de Célculo
I. J& para mim, a principal contribui¢do ¢ justamente a facilidade para se
trabalhar esses contetidos que, para os alunos iniciantes ou repetentes sao
dificeis, as coisas sdo mais dindmicas e, mesmo se errar ou coisa parecida,
da para vocé rever as defini¢des e colocar outros exemplos mais simples ou
complexos, tentando associd-los a intuicdo que os alunos precisam ter para
aprender. Podemos aproveitar aquilo que os alunos estdo enxergando para
inserir as definicdes e os exemplos. Essas atividades favorecem a
aprendizagem, mas antes disso o professor precisa trabalhar as defini¢cdes e
as demonstragdes que também sdo necessarias e suficientes. (Dg da Dupla A)

5. Consideracgoes Finais

Olhando para os nossos dados coletados, percebemos evidéncias que tornaram
possiveis estabelecer conexdes que relacionam aspectos que envolvem a visualizagdo no
ensino e na aprendizagem de graficos com fung¢des Derivadas. As impressdes dos professores
foram validas pelo fato de terem contato com os alunos e, ao estabelecer a conexdo entre o
ensino e a aprendizagem, extraimos os seus relatos para encontrar as possiveis contribuigdes.

Entre algumas dessas contribui¢des encontramos que essas atividades: auxiliam no
processo de demonstragdes das principais defini¢des que sdo usadas para os graficos com
funcdes Derivadas; agiliza o trabalho do professor na exploragdo da intui¢ao e da visualizagao
que ¢ proporcionado pelo software GeoGebra, oferecendo aos alunos um melhor
entendimento para os conteudos que estdo sendo demonstrados; facilita a confrontacdo do
aspecto algébrico com o aspecto visual, para trazer um momento oportuno de usa-los tanto no
ensino do professor como na aprendizagem para os alunos; dinamiza o desenvolvimento das
aulas e proporciona ao professor trabalhar as demonstracdes com mais facilidades
relacionando os aspectos abstratos com os que podem ser mais concretos para a aprendizagem
dos alunos.

Chamamos a atencdo para a possibilidade de “verifica¢do visual” do software que nos
remete a aspectos da imagem visual, retomando algumas ideias de Arcavi (2003), que

conseguiu relacionar tais aspectos aos processos algébricos e, estes por sua vez, estdo
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intrinsecos na relacdo dos conteidos de Caélculo I. Este autor conseguiu permear a
possibilidade de visualizacdo usando representacdes algébricas ou algoritmicas, sendo que
essa relagdo ¢ bastante importante no ensino para completar o entendimento e proporcionar
uma compreensdo necessaria para a formacdo e a construcdo de alguns conceitos
matematicos. Nesse sentido, ele aponta que a “visualizagdo pode acompanhar um
desenvolvimento simbolico, desde que uma imagem visual, mostre o seu valor concreto [...]”
(ARCAVI, 2003, p. 220, tradugdo nossa).
Enfatizamos que a visualizagdo depende de uma experiéncia anterior e se aprimora
conforme as etapas vao sendo construidas, isto contribui tanto para professores como para os
alunos alcancarem um nivel cognitivo mais avan¢ado. Aqui, faz necessdrio entrar em cena o
professor que conecta as informagdes visuais e as algébricas, para mostrar aos alunos como a
utilizacdo de atividades exploratorias pode ser usada para oferecer subsidios que se tornam
indispensaveis no processo de ensino para a aprendizagem de definigdes de graficos com
funcdes Derivadas.
Acreditamos que a sala de aula pode ser modificada por aquilo que o professor faz,
podendo tornar um diferencial para a sua forma de trabalho e para a aprendizagem de seus

alunos.
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