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Resumo:

Este trabalho estd inserido em uma pesquisa maior, cujo objeto de investigagdo ¢ a obra
Arithmetica Infinitorum, de John Wallis, datada de 1656. Neste artigo, apresentamos algumas
das ideias e métodos emergentes desta obra, com a finalidade de apontar seu potencial
pedagbgico, que possa subsidiar o ensino de conceitos matematicos numa perspectiva de
melhorar o entendimento sobre as “ideias matematicas” nos estudantes de Cursos de
Formacdo de Professores de Matematica. Nossa experiéncia lecionando disciplinas nestes
cursos nos faz acreditar que os alunos necessitam ampliar o numero de trajetdrias que levam
ao desenvolvimento de uma ideia matematica e, nesta dindmica, os futuros educadores
matematicos, possivelmente, desenvolverdo um espirito investigador em contetidos
relacionados ao ensino e aprendizagem de matematica. Para alcancar nosso objetivo
apresentamos e discutimos algumas das proposi¢des pertencentes a obra em estudo. Além de
utilizar fontes originais, tomamos uma tradu¢do para o inglés da obra, realizada por
Jacqueline A. Stedall.

Palavras-chave: John Wallis; Arithmetica infinitorum; Infinitesimal.

1. Introducao

John Wallis nasceu em 23 de novembro de 1616, em Ashford na Inglaterra, em um
periodo de profundas mudancas politicas naquele pais. Mesmo imerso em um contexto
conturbado, seu espirito investigativo o levou a explorar varias areas do conhecimento. Seu
dominio de multiplas linguas como inglés, latim, grego e hebraico (Scriba, 1970) o levou a ter
acesso a trabalhos de varios pensadores contemporaneos e predecessores. Isso deu a ele a
possibilidade de alcangar inimeros pensamentos presentes em trabalhos antigos e de povos
diversos, o que justifica, em parte, tantas ideias inovadoras presentes nas suas obras. Wallis

usou muito bem toda a matematica disponivel em sua época para dar um passo adiante.

Entre 1642 e 1649 aconteceu a Guerra Civil Inglesa entre os monarquistas e os
parlamentaristas, nesse cenario Wallis usou suas habilidades em criptografia na decodificacao
de mensagens para os parlamentaristas, grupo ao qual era alinhado. Por causa de seus esforcos
em nome dos parlamentaristas, além de sua marcante formacgao religiosa, ele foi designado
Capeldo da igreja de St Gabriel em Fenchurch Street, Londres, em 1643. Além disso, em

1944, assumiu o cargo de secretario da assembleia dos sacerdotes de Westminster (Scriba,

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica 1
ISSN 2178-034X



g
\\:: j\, Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades =\/
\\\EN EM Sao Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016
\ Soc‘iet‘:lad(
\\\\\\\\ COMUNICAGAO CIENTIFICA e
.ncontro Nacional de Educagao Matematica Matematic

1970). Algum tempo depois foi nomeado Savilian Professor of Geometry, em Oxford,

posicao em que permaneceu de 1649 até a sua morte em 1703, aos 86 anos.

Wallis relacionava-se ndo s6 com matematicos, mas com muitos intelectuais e
politicos de sua época, ele langava mao das cartas como forma de comunicagdo. Os contetidos
dessas cartas versavam acerca de principios filoséficos e cientificos de trabalhos e
experiéncias realizadas, bem como sobre suas reflexdes tedricas sobre matematica, filosofia e
ciéncia em geral. Por acreditar que as cartas representavam um registro cientifico importante,
ele chegou a publicar varios desses documentos na The Philosophical Transactions of the

Royal Society, uma revista cientifica da Royal Society, de Londres.

Sao vérios os trabalhos matematicos de Wallis, dos quais destacamos: De sectionibus
conicis (1655); Arithmetica Infinitorum (1656); Mathesis Universalis e  Commercium
Epistolicum (1657); Mechanica: sive Tractatus e De Motu (1669). Além de The Treatise of
Algebra (1685).

Este artigo reflete parte de nossa pesquisa sobre a vida e obra de Wallis, mais
especificamente sobre o livro Arithmetica Infinitorum, de 1656, que centraliza a maior parcela
de nossos esfor¢os. Para colocar em tela algumas das ideias e métodos que emergem nesta
obra, escolhemos certas proposigdes que ilustram a técnica utilizada por Wallis para
reformular e sistematizar aritmeticamente resultados geométricos de seus predecessores. As
ideias dos “indivisiveis” de Cavalieri podem ser citadas como as que mais influenciaram a

producdo deste trabalho de Wallis (Dennis, D.; Confrey, J, 2000, p. 17).

Wallis desenvolveu, ao longo de seus primeiros trabalhos, técnicas e métodos,
baseados em termos analiticos, que permitiram a quadratura e cubatura de certos tipos de
curvas e superficies. O que, para época, era extremamente original. Originalidade esta que se

tornaria uma marca de sua obra.

Apresentamos a proposicdo 44, de Arithmetica Infinitorum, que sistematiza as
proposi¢des 2, 21 e 39. Estes resultados sdo exibidos e discutidos em detalhes, pois
enxergamos neles um potencial pedagogico que pode subsidiar o ensino de alguns contetdos
matematicos relacionados a disciplinas como Célculo Diferencial e Integral e Analise Real,
em Cursos de Formacgdo de Professores de Matematica. Cabe-nos, entretanto, responder as
seguintes questdes: que ideias sdo essas? Quais métodos foram usados, por Wallis, para

desenvolver essas ideias?
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2. As Ideias e os Métodos de Wallis

O trabalho de Wallis que primeiramente se destacou no circuito matematico da época
foi De sectionibus conicis nova methodo expositis tractatus, de 1655, que ¢ considerado
inovador, por pelo menos uma caracteristica notavel para a época: tratar as cOnicas como
curvas planas e ndo como secdes de um cone tridimensional (Stedall, 2001, p. 16). Os

resultados obtidos neste trabalho ecoaram por toda sua produgao.

Sua obra de maior repercussdo foi Arithmetica Infinitorum, publicada em 1656. Ela ¢é
carregada de aspectos inovadores, principalmente no que diz respeito ao seu método
elaborado para o tratamento aritmético de problemas que seus predecessores s6 haviam
discorrido de forma geométrica. As concepgdes geométricas basicas que Wallis tomou em sua
obra foram sustentadas pelos trabalhos de Cavalieri e Torricelli. Sua técnica e seus métodos
tornaram possiveis a obten¢do da quadratura e cubatura de curvas e superficies (Malet &

Panza, 2015), em alguns casos especificos, com uma abordagem analitica.

Outro ponto de relevancia de seu trabalho foi o uso de um método de investigagao por
ele denominado de indugdo, método este que ndo deve ser entendido como a indugdo
matematica finita moderna. Ele considerava certo nimero de casos particulares, extraia as
relacdes existentes e suplementava sua observagdo, com uma extensdo na forma de uma regra
explicita, que era formalizada como uma proposi¢do mais geral, sem uma prova dedutiva.
Sobre sua indugdo, Wallis declarou que era o método mais simples de investigagcdo (Stedall,

2004).

Ao debrucarmos sobre Arithmetica Infinitorum, percebemos, de maneira muito clara,
j& nas duas primeiras proposic¢des, o uso de seu método. O que ilustra bem aquilo que Wallis

pretendia com esta obra.

Na proposicao 1, ele considera, para casos particulares, uma lista finita de quantidades
em proporcao aritmética continuamente crescente, comecando a partir de um ponto ou de 0,
(0, 1, 2, ..., n). Busca uma razdo entre a soma dessas quantidades e a soma de n+1 vezes a
maior quantidade dessa lista. Observamos que Wallis leva em consideracdo nimeros nao
negativos e, de acordo com Stedall (2004, p.13, nota 3), ao assegurar que a série comeca “[...]
a partir de um ponto ou de 0”, ele nos revela que os termos da série sdo grandezas
geométricas ou nimeros, deixando implicito a sua inten¢do em relacionar esses dois tipos de

grandezas. Nesta proposi¢ao, ele investiga seis casos particulares, como podemos ver:
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A Figura 1 ¢ a pagina de Arithmetica Infinitorum (1656) que apresenta a proposicao 1.

, - . . N , . i 1
Ja na proposicao 2, Wallis conclui o que na notagdo atual € escrito como ﬁ = 5
n(n+

Nao ¢ disponibilizada uma demonstra¢do, mas ¢ colocada uma observacdo acerca do nlimero
de termos da série, assegurando que o resultado ¢ preservado se considerado uma série “[...]
quer seja finita ou infinita em namero” (Stedall, 2004, p.14) de termos. Ele escreve a regra,

indicando que, se em uma série cujo primeiro termo € 0, o segundo ¢ 1 e o Ultimo ¢ n, a soma

, (n+1 , . ) Y.
sera (—2)n . Neste caso, o numero de termos considerado foi n+1. Propde, ainda, que em
uma série cujo numero de termos ¢ igual a m, qualquer que seja o segundo termo, a soma sera

m . . ., .
En. O ponto que sobressai na observacdo de Wallis ¢ que ele conserva o primeiro termo

igual a um ponto ou 0, mantém o maior termo igual a n, além da propor¢do aritmética

continuamente crescente, mas retira a relevancia do valor do segundo termo.

Podemos explorar a ideia de Wallis, como no seguinte exemplo: Fixando o maior

termo igual a 3 no numerador, o numero de termos sera igual a 4, como sugerido na
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proposicdo 1. Utilizaremos uma representagdo geométrica (Figura 2) relacionando a

proporgao aritmética a area de um retdngulo. Temos a seguinte propor¢ao:

W

0+1+2+3 6

6

1
34343+3 34 12 2 1

W

1 2 3
Figura 2

Ao retirar a relevancia do segundo termo, Wallis nos deixa a possibilidade de explorar
a proposi¢do, tomando nimeros positivos ndo inteiros em propor¢do aritmética, abrindo
espaco para uma introdu¢do ao conceito de somas parciais de séries. Vejamos: Fixando o
maior termo igual a 3 e, no numerador, o primeiro termo igual a 0. Agora, aumentando o

numero de termos para 7, em propor¢do aritmética, colocamos, na Figura 3, o seguinte

exemplo:

6
5
2
4
0+l+1+§+2+§+3 2t 2t 2 ’
2 ~ 2 " _2_2_1 3 :
343+434+3+3+3+3 37 21 2 i 5
21 5
3 2
SR
11 3 2 5 3
2 2 2
Figura 3

Em mais uma etapa, ainda com o maior termo igual a 3 e tomando o niimero de termos

igual a 13:

1 1 3 5 3
O+—+—+—+l+—+—+—+2+—+—+—4+3 — —
4 2 4 4 2 4 4 2 4 __4 _2

7 9 5 11 78 39
_1
3+34+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3 313 39 2
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O que Wallis nos permite fazer a cada etapa ¢ aumentar a quantidade de termos da
série em propor¢do aritmética continuamente crescente, tornando a distdncia entre os termos
cada vez menor. Ao dizer que ndo ha justificativa para distingdo do ntimero de termos ser

finito ou infinito, ele sugere que a razdo se manterd em qualquer dos dois casos. Indicando

que o numero de termos seja infinitamente grande, a distancia entre os termos da série se

transformard em um valor pequeno (infinitesimal), em sua nota¢do: —. De acordo com Scott

(1981), Wallis foi um dos primeiros matematicos a perceber o significado dos termos infinito

e infinitamente pequeno.

O procedimento que inclui aplicagdes de seu método em geometria foi largamente
utilizado para provar a solidez do método. A proposi¢do 3 ilustra bem esse fato, ¢ apresentada
como um corolario da proposi¢do 2 e afirma que a area de um triangulo est4 para a drea de um
paralelogramo, com a mesma base e altura, como 1 estd para 2. Esse resultado ja era
conhecido e sua demonstragdo até entdo era totalmente geométrica. Em sua demonstragao,
Wallis considera o triangulo consistindo de um numero infinito de linhas paralelas em
proporg¢ao aritmética, come¢ando de um ponto e indo até a maior, que ¢ a linha da base. Além
disso, ele toma o paralelogramo consistindo do mesmo niimero de linhas com comprimento

igual ao da base (Figura 4, de Arithmetica Infinitorum).

v
(]|
Va |
s
[ 1
B n B
Figura 4

Esta forma de conceituar o triangulo e o paralelogramo ¢, em parte, oriunda das ideias
de indivisivel de Cavalieri, que sdo puramente geométricas, mas expostas nas proposicdes 1 e
2 do trabalho De sectionibus conicis de Wallis (1655), considerando que as linhas podem ser
somadas. Assim ele afirma que a somas das linhas que constituem o triangulo estd para a

soma das linhas que constituem o paralelogramo, como 1 esta para 2.

A proposicdo 4 ¢ mais uma aplicagdo da proposicao 2. Wallis, de forma similar aos
argumentos utilizados na proposi¢do 3, mostra que o volume de um paraboldide esta para o
volume do cilindro, com a mesma base e altura, como 1 estd para 2. A figura a seguir ¢ uma

representacdo que mostra a ideia de Wallis sobre uma parabola ser constituida por linhas
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paralelas. A proposi¢do explora o volume de um solido e ele apresenta apenas o desenho de

uma parabola, com isso podemos observar que ele poderia ter a concep¢do de que o

paraboldide ¢ um sélido de revolucao (Figura 5, de Arithmetica Infinitorum).

Figura 5

Ressaltamos que os resultados apresentados nas proposi¢cdes 3 e 4 ndo apresentam
formulas para a drea ou volume e sim razdes entre figuras planas ou solidos. Esse estilo de
abordagem foi usado por Wallis em todas as proposi¢des que versam sobre areas de figuras

planas ou volume de solidos.

Na proposi¢ao 19, Wallis inicia a investigagdo da soma de quantidades que sdo
quadrados de proporgdes aritméticas, continuamente crescentes, comeg¢ando de um ponto ou
de 0 (Como 0, 1, 4, 9, etc). Em seu método, primeiramente ele fazia uma investigacao

empirica e considerou as seguintes razoes:

1
=—+
3

N —

3
6

0+1+4 5 1 1

4+4+4 12 3 12

0+1+4+9 14 7 1 1

9+9+9+49 36 18 3 18

0+1+4+9+16+25+36 91 _E_LFL
36+36+36+36+36+36+36 252 36 3 36

Podemos observar que, de uma investigacdo detalhada da proposi¢do 19, resultou a
proposicao 20, que explicita uma férmula para a razdo da soma de quantidades. Mais
especificamente, a razdo da soma de quadrados de quantidades em propor¢do aritmética

continuamente crescentes, comec¢ando de um ponto ou de 0, pela soma do maior termo da
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primeira soma, na mesma quantidade de vezes. Se 0 ¢ o primeiro termo, 1 ¢ o segundo € o

Gltimo é n* , em termos da notagdo atual, podemos escrever:

0+1+4+9+16+25+36+...+n" 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 T 4 T
n“+n"+n"+n"+n-+n-+n-+...+n 3 6n

n+l vezes
ou

0+1+4+9+16+25+36+...+n =111 ,2 24 o

6n

Na proposicao 21, ele argumenta sobre o nimero de termos na soma do numerador

) . . |
dizendo que “se este (niumero de termos) continua para o infinito”, o valor . “ira
n

desaparecer completamente”. A colocagdo de Wallis deixa transparecer uma percepgao
~ C . .
acerca da relagdo —, onde ¢ ¢ uma constante e n , talvez revelando o seu entendimento
n
sobre esse tipo de limite. Esta proposicao €, de fato, uma formaliza¢do das proposicdes 19 e

1 ..
20, sustentadas pelo argumento sobre o e ele explicita:
n

Dada uma série infinita de quantidades que sdo quadrados de proporgdes
aritméticas (ou como uma sequéncia de nimeros quadrados), continuamente
crescente, comegando de um ponto ou de 0, esta estd para a série do mesmo
nimero de termos igual ao maior (dos quadrados), como 1 esta para 3.

(STEDALL, 2004, p.27)

A partir dessas trés proposi¢des desencadeiam uma sucessdo de coroldrios,
proposicdes de 22 a 37, que fornecem uma base para a cubagem de cones e pirdmides e

resultados sobre a espiral de Arquimedes.

Na proposicdo 22 encontramos uma reformulacdo aritmetizada para a prova do
seguinte resultado: um cone estd para um cilindro ou uma pirdmide estd para um prisma (de
bases e alturas iguais) como 1 estd para 3. O recurso que sustenta a prova de Wallis ¢
considerar um cone, uma piramide, um cilindro e um prisma, como sendo constituidos por

infinitos planos paralelos e esses solidos sdo resultantes das somas desses infinitos planos.
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De forma andloga, na proposicao 23, Wallis mostra que o complemento de uma meia

pardbola no paralelogramo estd para o paralelogramo, como 1 estd para 3. E,

consequentemente, a meia pardbola estd para o paralelogramo, como 2 estd para 3 (Figura 6,
de Arithmetica Infinitorum).

Figura 6

A proposi¢do 39 ¢ uma investigacdo acerca da soma dos cubos de uma sequéncia em

proporgao aritmética. O método € o mesmo utilizado nas proposi¢des 1 e 19:

0+1_1_2_1.1
1+1 2 4 2 2
0+1+8_2_§_1+1
8+8+8 24 8 4 8

0+1+8+27 36 4 1 1

= = =+
27+27+27+27 108 12 4 12

0+148+27 46441254216 _ 41 _73 _1 1
216+216+216+216+216+216+216 1512 24 4 24’

Desse desenvolvimento ele assegura que:

0+1+8427+64+125+216+...+n° 1

1
nni+ni+ni+ni+. 40’ 4 4n

n+l vezes

As proposicdes 40 e 41 sdo uma formalizacdo para a investigacdo empirica anterior.

A proposicao 42 ¢ um coroldrio e afirma que o complemento da meia ctbica est4 para
o paralelogramo (de bases e alturas iguais), como 1 estd para 4. E, consequentemente, a

cubica estd para 0 mesmo paralelogramo, como 3 esté para 4.
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Wallis investigou, em casos particulares, razdes da forma

0 +1%+2F+3%+4% 4. +n*
nf+nt+n* +nf+nt+. . +n*

n+l vezes

Foram tomados k=1, k=2 ¢ k=3, com suas conclusdes apresentadas nas proposi¢des 2,
21 e 39, respectivamente. Com isso, apoiando-se em seu método de inducao, ele estabelece a
proposicdo 44, que sintetiza e exprime suas ideias acerca da razdo supracitada, como

apresentado a seguir:

Tabela 1: Razdes em termos dos valores de k

k Razao Poténcia da Série
1 % Primeira poténcia
1 A
2 3 Segunda poténcia
1 . A
3 " Terceira poténcia
1 A
4 S Quarta poténcia
1 . A
5 A Quinta poténcia
6 % Sexta poténcia
1 yo. n .
7 3 Sétima poténcia
1 . .
8 3 Oitava poténcia
1 A
9 m Nona poténcia
1 ;. A .
10 T Décima poténcia

A obra Arithmetica Infinitorum possui 194 proposi¢des e diversas delas decorrem dos

resultados apresentados nesta tabela.

3. Consideragoes Finais

Além dos pontos discutidos neste artigo, Wallis utilizou multiplas representacdes em
sua obra, tais como: tabelas numéricas, adlgebra e geometria. Estas representacdes sdo fontes
de importantes elementos a serem considerados na ampla formagdo de um licenciando em

matematica. Igualmente, seu tratamento indutivo, associado a sua intuicdo matemadtica
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frequentemente correta, desencadeou muitos resultados matematicos interessantes. Sua obra ¢é
de grande importancia para o desenvolvimento daquilo que hoje conhecemos por “Calculo

Diferencial e Integral”, influenciando, de maneira significativa, expoentes da fisica e da

matematica, incluindo Isaac Newton e Leonhard Euler.

Outra reflex@o importante estabelecida ¢ que uma de nossas preocupagdes ao propor
esta abordagem de resultados matematicos marcantes na historia ¢ transmitir aos alunos dos
Cursos de Formagdo de Professores de Matematica uma ideia simples: “Os produtos
matematicos como um teorema, uma proposi¢ao, ou até mesmo uma teoria, sao frutos de uma
atividade investigativa fortemente influenciada por todo um contexto historico-cientifico”.
Tudo isto gerado em um processo de levantamento e testagem de hipdteses, por meio de agdes
criativas que demandam experimentacdes do pensamento, um exercicio cognitivo no qual se
conectam as reflexdes e agdes operacionais sobre conceitos matematicos ja estabelecidos pelo

aprendente.

Consideramos, portanto, que ¢ com base neste cardter investigativo estabelecido na
producdo de conhecimento matematico, que ¢ possivel ser verificado na historia do
desenvolvimento das ideias matematicas produzidas por diferentes matematicos, que podemos
extrair encaminhamentos potenciais, que devem, certamente, nortear a acdo do professor
formador de professores de matematica, bem como desenvolver competéncias e habilidades

para uma futura atuagdo do professor em formacao.

4. Referéncias

DENNIS, D.; CONFREY, J. La creacion de exponentes continuos: um estudio sobre los
métodos y la epistemologia de John Wallis, Revista Latinoamericana de Investigacion em
Matematica Educativa, v. 3, n. 1, p. 5-31, marco 2000; Comité Latinoamericano de
Martematica Educativa, Organismo Internacional. Disponivel em:
<https://www.redalyc.org/articulo.0a?id=33503101> Acesso em: mar. 2016.

STEDALL, J. A. The Discory of Wonders: Reading Between the Lines of John Wallis's
Arithmetica infinitorum. Archive for History of Exact Sciences, New York, v. 56, Issue 1, p.
1-28, 2001. Disponivel em: <http://link.springer.com/article/10.1007%2Fs004070100040>
Acesso em: mar. 2016.

STEDALL, J. A. The Arithmetic of Infinitesimals: John Wallis 1656. (Arithmetica
Infinitorum: John Wallis 1656 - Transleted from Latin to English with an introduction). New
York, Springer-Verlag, 2004. 192 p.

XIl Encontro Nacional de Educagido Matematica 11
ISSN 2178-034X



s
\\M\, Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades
\\\\\\\\\I N M Séao Paulo - SP, 13 a 16 de julho de 2016
\\\\\ E COMUNICAGAO CIENTIFICA

‘ncontro Nacional de Educagao Matematica

SCOTT, J. F. The Mathematical Work of John Wallis, 2. ed. New York, NY: Chelsea
Publishing Company, 1981. 240p.

SCRIBA, C. J. The Autobiography of John Wallis, F.R.S. Notes and Records of The Royal
Society of London, V. 25,1n°1, 1970.

WALLIS, J. Arithmetica Infinitorum. Oxford, 1656. Disponivel em:
<https://1a802709.us.archive.org/10/items/Arithmeticalnfinitorum/Arithmeticalnfinitorum.pdf
> Acesso em: mar. 2016.

WALLIS, J. De sectionibus conicis nova methodo expositis tractatus. Oxford, 1655.
Disponivel em:

<https://ia802306.us.archive.org/31/items/bub_gb 03M_AAAAcAAJ/bub _gb 03M_ AAAAc
AAJ.pdf> Acesso em: mar. 2016.

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica

ISSN 2178-034X

=7

Sociedade
Brasileira ¢
Educacgéc
Matematic



