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Resumo

Ha distintos modos de resolucdo de problemas combinatorios e, para tal, podem ser escolhidas
formas variadas de representacdo simbolica e diferentes estratégias. O estudo buscou
investigar se estudantes escolhem representagdes e estratégias em fungdo do tipo de problema
combinatdrio e do niimero de etapas de escolha envolvidos nos problemas. Participaram do
estudo 128 alunos do 6° ano do Ensino Fundamental. Observou-se que a tendéncia era cada
aluno responder todos os tipos de problemas (produto cartesiano, arranjo, combinag¢do e
permutagdo) e com distintos nimeros de etapas de escolha (duas, trés ou quatro) utilizando a
mesma forma de representagdo e a mesma estratégia — tais como as representagdes escritas via
multiplicagdo e por intermédio de desenhos. Embora o uso de mesma representagdo e
estratégia possa indicar o reconhecimento de alguns aspectos comuns de situagdes
combinatorias, falta o entendimento de que ¢ necessario tratar diferentemente as situacdes de
acordo com o tipo de problema.

1. Introduciao

O estudo da Combinatéria ¢ recomendado desde os anos iniciais do Ensino
Fundamental e ao longo da escolarizagdo basica (BRASIL, 1997). Defende-se que situagdes
combinatorias simples e variadas (tais como os produtos cartesianos, 0S arranjos, as
combinagoes e permutagoes) podem ser trabalhadas desde o inicio da escolarizagdo e nao

apenas no Ensino Médio, quando se da o estudo formal da Analise Combinatoria.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (BRASIL, 1997) indicam que problemas
combinatdrios podem ser trabalhados inicialmente por representagdes pictoricas até chegar a
representacdes matemadticas mais formais. Acredita-se que esse modo de wuso de
representacdes simbdlicas variadas possibilita o entendimento de situagcdes combinatorias e
que ao invés de trabalhar-se apenas com formulas, os estudantes podem ser levados a
utilizarem outras formas de registro e gradativamente entenderem modos formais de

representacao.
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No presente texto, sdo apresentados pressupostos tedricos que defendem a importancia

de representacdes simbdlicas no aprendizado matematico e ¢ discutido um estudo realizado

com alunos do 6° ano do Ensino Fundamental com o objetivo de verificar se os estudantes

utilizam formas variadas de representacdo e se usam estratégias diferentes quando sdo

solicitados a resolverem problemas diversificados de Combinatéria — problemas que variam

em tipo de situagdo em niimero de etapas de escolha.

2. Referencial Tedrico

Os tipos de representagdo simbdlica usados na resolu¢ao dos problemas combinatorios
podem ser os mais variados: desenhos, listagens, arvores de possibilidades, quadros,
diagramas, célculos ou uso de formulas, entre outras (PESSOA; BORBA 2009). Sobre
representacdes de um conceito, destacamos a abordagem de dois autores: Gérard Vergnaud e
Raymond Duval.

Vergnaud (1996, p.184) ressalta o papel das representacdes no aprendizado de
conceitos. Este autor afirma que “[...] as representacdes simbolicas tém justamente a
vantagem de dar uma ajuda a resolugdo de um problema quando os dados sdo numerosos ¢ a
resposta a questdo exige varias etapas”. Além das representacdes simbolicas, Vergnaud
destaca que, para a compreensdo de um determinado conceito € necessario atentar para outras
duas dimensdes tdo importantes quanto as representagdes as situacdes que dao significado ao
conceito e seus invariantes prescritos e operatorios.

Duval (2009, p.29) enfatiza que:

Nao ¢ possivel estudar fendmenos relativos ao conhecimento sem se
recorrer a nogdo de representacdo. [...] ela estd no centro de toda
reflexdo que se preocupa com as questdes da possibilidade e da
constitui¢do de um conhecimento certo. Porque ndo ha conhecimento
que ndo possa ser mobilizado por um sujeito sem uma atividade de
representacao.

Assim, Duval (2009, p.15) destaca que as representagdes semidticas sao “[...] o meio

de que o individuo dispde para exteriorizar suas representacdes mentais (tornarem visiveis),
possuindo fun¢do de comunicacdo.”.

Os dois autores, dessa forma, reconhecem a importincia do estudo sobre as
representacdes simbdlicas utilizadas pelos estudantes para a resolucdo de diferentes
problemas, destacando os problemas matematicos. Enquanto Verganud destaca o papel das
representacdes nos campos conceituais das estruturas aditivas e multiplicativas — que envolve,
no segundo campo, também os problemas combinatorios —, Duval (2009) aprofunda seus

estudos na importancia dessas representagdes e afirma que ndo hé apreensao conceitual de um
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objeto sem que o estudante tenha acesso a uma pluralidade de sistemas semioticos, incluindo
a questdo da linguagem e compreensdo textual como uma importante tarefa para que seja
permitida essa apreensdo conceitual.
A partir dos seus estudos, Duval (2009, p.36) destaca que os sistemas semidticos
devem “permitir o cumprimento de trés atividades cognitivas inerentes a toda representagdo”.
A primeira atividade consiste em identificar tragcos perceptiveis como uma representacao
pertencente a um sistema determinado; a segunda se constitui como o tratamento dessa
representacdo segundo as regras proprias do sistema; e a terceira atividade estd relacionada
com a conversdo das representagdes produzidas em um sistema para outro sistema.
No presente estudo, a teoria dos campos conceituais de Vergnaud e a teoria das
representacdes semidticas de Duval se encontram num didlogo que reconhece as

representacdes simbolicas como fundamentais para a apreensdo do conhecimento.

3. Meétodo

O estudo aqui apresentado faz parte de uma pesquisa maior, na qual foram observadas
outras dimensdes da Combinatoria, tais como, comparagdo dos desempenhos dos alunos nos
problemas com significados variados (arranjo, combinagdo, permutagdo e produto
cartesiano); abordagem das relagdes invariantes dos distintos problemas, em particular, o
numero de etapas de escolha sendo controladas, e verificacdo das representagoes simbdlicas
utilizadas para responder aos problemas combinatérios. Nesse texto, o foco — estd na tltima
dessas dimensdes — referente as representagdes simbolicas utilizadas para o registro e solugao
de problemas combinatdrios.

Serd apresentada, nesse artigo, parte dos resultados do estudo de Vega (2014) que
controlou as etapas de escolha de elementos, buscando verificar a influéncia do niimero de
etapas de escolha na resolu¢dao dos problemas combinatorios. Segundo Vega e Borba (2014),
etapas de escolha referem-se ao nimero de escolhas que devem ser efetuadas em problemas
combinatorios. Em produtos cartesianos pode-se, por exemplo, escolher um dentre quatro
tipos de suco e um dentre cinco tipos de sanduiche e as etapas de escolha sdo duas: o tipo de
suco e o tipo de sanduiche, resultando em 20 possibilidades de combinagdes. Esse exemplo de
problema apresenta duas etapas de escolha. Nesse mesmo tipo de problema, podem-se ter trés
etapas de escolha: o tipo de suco, o tipo de sanduiche e acrescentar-se o tipo de sobremesa,

para se obter mais uma etapa de escolha.
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Outros exemplos utilizados nesse artigo apresentam ndo s6 duas ou trés etapas, mas,

também, quatro etapas de escolha. Cada tipo de problema combinatdrio apresenta as etapas de

escolha de uma forma diferente, de acordo com Vega (2014), em produtos cartesianos sao

elementos de conjuntos que devem ser combinados, em permutagoes, sdo a quantidade de

elementos a serem permutados entre si, j4 em arramjos € combinagoes, sao a escolha de

alguns elementos que precisam ser arranjados ou combinados, sendo a diferenca entre eles, a

de que no arranjo a ordem influencia na constituigdo de novas possibilidades e na

combinagdo a ordem ndo gera possibilidades distintas.

Sabendo que as etapas de escolha podem ser um dos fatores que influenciam na
resolucdo de problemas combinatorios, voltou-se o olhar para as representacdes simbolicas,
buscando refletir sobre a facilidade em resolver um determinado tipo de problema em
comparacdo com outros. Analisou-se, também, a influéncia das representacdes no
desenvolvimento do raciocinio combinatdrio, quando trabalha-se no Ensino Fundamental a
Combinatéria — contetdo matematico que envolve situagcdes multiplicativas de natureza mais
complexa.

Com o objetivo de verificar a relagdo existente entre as representacdes simbolicas
utilizadas por alunos e o efeito de niimero de etapas de escolha por tipo de problema
combinatodrio, nos quais foi controlado o niimero de possibilidades, realizou-se um estudo de
sondagem com 128 alunos do 6° ano. Cada participante respondeu um de seis tipos diferentes
de testes, possibilitando-se um melhor controle das varidveis manipuladas: o nimero de
etapas de escolha dos problemas resolvidos, a ordem de grandeza dos resultados dos
problemas e os tipos de situagdes combinatorias (arranjo, combinagdo, permutagdo e produto
cartesiano). Alguns testes comparavam dois tipos de problemas — sendo um com duas, outro
com trés e mais outro com quatro etapas de escolha, para cada tipo de problema.

Todos os testes foram entregues aos alunos de forma aleatoria, no qual cada tipo de
teste tinha resultados semelhantes em cada etapa de escolha. A ordem em que cada problema
se dispOs no teste se deu de forma aleatoria por meio de sorteio. Nao foi preciso variar a
ordenacdo dos problemas, visto que Pontes e Borba (2012) verificaram nao haver diferenca
significativa na disposi¢do dos problemas dentro do teste, ou seja, iniciar um teste por um
problema de produto cartesiano — tido como mais facil em estudos anteriores — ou por um
problema de permuta¢do — considerado mais dificil — ndo apresentou diferenca no

desempenho dos alunos.
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4. Resultados

Os alunos, em conjunto, utilizaram diversas estratégias, por intermédio de
representacdes simbolicas variadas, para solucionarem os problemas que lhes foram
apresentados. Algumas destas estratégias ndo possibilitaram o acerto total, ou seja, a
determinag¢do do numero total de possibilidades solicitadas nos problemas combinatérios,
enquanto que outras foram eficazes e permitiram ao aluno obter a resposta correta a situagao
proposta.

Buscou-se verificar a relagdo entre as representagcdes simbolicas utilizadas pelos
alunos com o tipo de problema combinatdrio, bem como a relagdo das representacdes
simbdlicas com o numero de etapas de escolha. Objetivou-se observar se os alunos variam
suas estratégias e representacdes de acordo com o tipo de problema que resolvem — arranjo,
combinagdo, permutagdo ou produto cartesiano — ou se variam as estratégias e representagdes
em fun¢do do nimero de etapas de escolha (duas, trés ou quatro) da situagao.

De acordo com Pessoa e Borba (2009, p.28), os alunos podem apresentar as seguintes
formas de resolucdo para os problemas combinatorios:

- Realiza adi¢do, subtracdo ou divisdo, utilizando os valores apresentados no
enunciado. A resposta, geralmente, ¢ incorreta sem relacao.
- Desenha ou escreve possibilidades, podendo a resposta ser correta ou
incorreta, havendo, ou ndo, o esgotamento de todas as possibilidades.
- Relaciona o problema a um produto, podendo a multiplica¢do ser adequada
ou inadequada.
Essas estratégias de resolugcdo foram analisadas por Pessoa e Borba (2009) para

classificar a variedade de respostas que os alunos utilizaram ao deparar-se com problemas
combinatorios. As autoras listam algumas das possiveis estratégias apresentadas pelos alunos,
como: a ndo explicitacdo de um tipo de estratégia ou representagdo simbolica; adi¢do ou
subtracdo; desenho; arvore de possibilidades; diagrama ou quadro; listagem de possibilidades;
multiplicagcdo adequada ou inadequada; percepcao de regularidade.

Nem todas as representagdes simbolicas classificadas pelas autoras citadas foram
encontradas na pesquisa de Vega (2014). Percebeu-se que ndo ha relagdo entre um
determinado tipo de problema combinatério e uma representagdo simbolica ou estratégia
especifica, como também ndo hé relacdo direta entre estratégias e representacdes utilizadas
especificamente para duas, trés ou quatro etapas de escolha. O que visualizou-se a varia¢ao
das estratégias de acordo com o participante, ou seja, em geral, cada aluno usou a mesma

representacdo simbdlica e a mesma estratégia para responder todos os problemas de seu teste.
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Observou-se que 82% dos alunos utilizaram uma mesma representagdo simbolica e
estratégia em todos os tipos de problema e em todas as etapas de escolha. O aluno que iniciou
usando uma representagdo escrita como a listagem, por exemplo, tendia a utiliza-la em todos
os problemas. Os demais alunos, ndo explicitaram a estratégia utilizada ou deixaram em
branco, ndo sendo possivel analisar sua resposta.

As estratégias mais utilizadas foram: calculo (adi¢do, subtragdo, multiplicacdo e
divisdo), listagem, quadro, desenho e uso de férmulas. A tendéncia era que o aluno escolhesse
uma destas estratégias e a utilizasse em todos os problemas que resolveu, demonstrando
assim, perceber que todos os problemas poderiam ser resolvidos da mesma maneira, visto que
havia regularidades entre eles por serem todos problemas combinatorios.

Com base nesses tipos de representagdes simbolicas, se buscou entre os estudantes,
extratos das resolugdes utilizadas ao responderem os diferentes tipos de testes e com distintas
etapas de escolha. Percebeu-se que nenhum aluno relaciona uma determinada estratégia de
resolugdo para um tipo de problema diferente, o que se verificou foi o emprego de uma
determinada estratégia de resolucdo, como por exemplo, a multiplicacdo, para responder a

todos os diferentes tipos de problemas do teste, como pode ser visto no extrato a seguir.

4. Julia foi a uma pizzaria. Para escolher sua pizza, ela poderia optar por dois
tipos de massa (grossa ou fina).e trés tipos de recheio (calabresa, atum e
mussarela). De quantas maneiras diferentes” Julia podera comer uma pizza
combinando um tipo de massa e um tivpo de recheio?

1. Douglas foi a uma lanchonete. No cardapio haviam trés opgées de comida
(sanduiche, pizza e coxinha), quatro tipos de bebida (suco, &gua, cha e
refrigerante) e duas opgées de sobremesa (bolo e sorvete). De quantas
maneiras diferentes Douglas podera lanchar combinando um tipo de comida,
um tipo de bebida e um tipo de sobremesa?
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L
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X

g

5. Jane quer escolher diferentes combinagées de roupas e acessérios, ela
possui cinco blusas (rosa, laranja, azul, verde e vermelha), quatro calgas

2. Cinco alunos (Caio, Bruno, Rebeca, Davi e Amanda) querem representar
sua escola nas Olimpiadas de Matematica. Contudo, s6 serdo escolhidos os
quatro primeiros colocados, com as melhores notas da escola. Sabendo que
todos séo bons alunos e tém a mesma chance, de quantas maneiras diferentes
pode-se ter o primeiro, segundo, terceiro e quarto lugar?

5
X4

5

3. Trés criangas (Joaquim, Pedro e Léo) estio disputando uma corrida no Play
Station. De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro e o segundo

10

(preta, branca, marrom e jeans), trés sapatos (sandlia, bota e rasteirinha) e
dois brincos (prateado e dourado). De quantas maneiras diferentes ela podera
se vestir usando uma de suas blusas, uma de suas calgcas, um de seus sapatos

e um de seus brincos?
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X

gy
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N
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6. Quatro turmas da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C e Turma D)
vao disputar um torneio de queimado. De quantas maneiras diferentes pode-se
ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no torneio?

R

2=

Figura 1: Respostas de um aluno que utilizou a multiplicagdo para a resolugdo de todos os problemas

apresentados

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica
ISSN 2178-034X



Ei‘j Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades (\\\'\l
: Sao Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016 \\?
B;?i%gg: COMUNICAGAO CIENTIFICA 7\\\\\\\\\\ E N E M
Encontro Nacional de Educagao Matematic

No extrato da Figura 1 o aluno utilizou a multiplica¢do, ora de forma adequada, ora de
forma inadequada, visto que ¢ preciso observar os invariantes presentes em cada problema
combinatorio. Dos seis problemas respondidos, trés estavam corretos, visto que as respostas a
esses problemas sdo respectivamente, 24, 120, 6, 6, 120 e 24.

Os acertos foram observados apenas nos problemas de produto cartesiano, Problemas
1, 4 e 5. Ja nos problemas de arranjo, o aluno iniciou sua resolucdo de forma correta, como
pode ser visto no Problema 2, contudo ele interrompe a multiplicagdo 5 x 4, pois, na
realidade, como sdo primeiro, segundo, terceiro e quarto lugar, ele deveria multiplicar 5 x 4 x
3 x 2. O mesmo erro ¢ cometido no Problema 6. Percebe-se que o aluno escolheu uma forma
de representar (por escrito) e uma estratégia (a multiplicacdo dos valores descritos nos
enunciados), independentes do tipo de situacdo combinatoria e essa escolha ora levou a
acerto, ora a erro, ja que o tipo de problema pode requerer estratégias diferenciadas.

Buscando também analisar a relagdo entre as representacdes simbdlicas explicitadas
pelos estudantes e o nimero de etapas de escolha dos problemas combinatorios respondidos,
percebeu-se, novamente, que nenhum aluno relacionou uma determinada estratégia de
resolugdo com o numero de etapas de escolha das situagdes apresentadas.

O que se verificou foi o emprego de uma determinada estratégia de resolu¢dao, como
por exemplo, o desenho, para responder a todos os diferentes tipos de problemas do teste.
Quando o aluno utiliza o desenho como estratégia de resolugdo demonstra, grande parte das

vezes, compreender o que ¢ solicitado nos problemas, como pode ser visto a seguir.

g % Y . ¥ 4. Dois amigos (Marcos e André) querem tirar uma foto juntos, um ao lado do
1. Na loja de bichos de estimacdo ha trés tipos de animais para vender (um outro. Quantas fotos diferentes eles podem tirar?

pachorro. um gato e um ratinho). Marcelo quer comprar dois bichinhos para
levar na feira de ciéncias do. colégio. De quantas maneiras diferentes ele pode & 0(,
escolher dois bichinhos?
de 3 Aomairodn da
]
5. Gabriela quer arrumar os porta-retratos de sua casa. Ela tem quatro fotos, a

- @D
o0 W~
*\ %0
x>
<
de sua mée, de seu pai, a sua e de seu irmao. De quantas maneiras diferentes

2. Felipe, Sandra, Henrique e Ana vao formar trios para cantar no festival da ela podera organiza-los lado-a-lado na estante?
escola. Quantos trios diferentes podem ser formados?

®I@3@@ By s
L\WM

: i _ 6. De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Ana e Carlos) podem
3. Uma escola tem seis professores (Paulo, Angela, Rute, Carlos, Gilda e posicionar-se numa fila do banco?

Fernando). Para o passeio da escola seréo escolhidos quatro professores para
acompanhar os alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos
esses quatro professores?

Pusdo (ol B Qoo Gl Formosndo %
@.

de 6 rrareor
den

OO0 0 Oq o0q o0 Ag

12 momasiron dq,%nﬂm‘)ﬁ)a

Figura 2: Respostas do Aluno 78 — com desenhos

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica 7
ISSN 2178-034X




Y =
Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades ﬁ \j

\\\ Séo Paulo - SP, 13 a 16 de julho de 2016 -
\\\\\\ E N E M COMUNICAGAO CIENTIFICA Bz%%':ezf’:g
‘ncontro Nacional de Educagdo Matematica Matematic
O interessante desse tipo de estratégia ¢ que ela pode ser utilizada por estudantes de
diferentes idades, desde os mais novos até os mais velhos, incluindo alunos do 6° ano, como
exemplificado aqui. O estudo de Pessoa e Borba (2009) mostra que até alunos do Ensino
Meédio, utilizam desenhos na resolucdo de problemas combinatdrios.
Através do desenho, o Aluno 78 pdde obter €xito em quatro dos seis problemas
presentes no teste Tipo 4. O aluno conseguiu acerto parcial nos problemas de combinagdo e
permutagdo, ambos com quatro etapas de escolha, ou seja, apresentou algumas alternativas
corretas, mas ndo o nimero total de possibilidades. Nos demais — problemas de duas e trés
etapas de escolha — o aluno alcangou acerto total. As respostas corretas de cada problema
podem ser visualizadas no Quadro 1.

Quadro 1: Respostas do Aluno 78 aos problemas do teste Tipo 4.

Problema Etapas de escolha | Resposta correta | Resposta do aluno
1. Combinacao 2 etapas 3 3
2. Combinacao 3 etapas 4 4
3. Combinacao 4 etapas 15 12
4. Permutagao 2 etapas 2 2
5. Permutagao 4 etapas 24 8
6. Permutacao 3 etapas 6 6

E possivel verificar através do Quadro 1 e da Figura 2, a eficicia da estratégia de
resolu¢do — desenho — no desempenho do aluno. Contudo, o desenho, nesse caso, parece ter
sido utilizado somente como ilustracdo do enunciado de alguns problemas, pois as
combinagdes parecem ter sido realizadas mentalmente. Isso pode ser visto no Problema 1, no
qual uma combinacdo com duas etapas de escolha, o aluno desenhou os trés animais que
poderdo ser escolhidos pelo menino. Nesse caso, o desenho deixou claro as possiveis
combinagdes entre os animais, contudo, o aluno ndo desenhou, nem listou essas combinagdes.
De alguma forma, entretanto, essa forma de representacdo — desenho — parece ter auxiliado o
aluno no seu levantamento de possibilidades.

Por meio da andlise das estratégias utilizadas pelos alunos, verificou-se ndo haver
diferenca entre as categorias classificadas por Pessoa e Borba (2009) e as encontradas no
presente estudo, nem tampouco, houve relacdo entre a estratégia utilizada e o tipo de
problema ou, ainda, o nimero de etapas de escolha. Percebeu-se que ao utilizar uma mesma

estratégia em todos os tipos de problemas, os alunos parecem ter demonstrado perceber
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regularidades presentes nos problemas combinatdrios, mas ndo compreenderam que ha

diferengas claras entre os diferentes tipos de problemas.

Consideracoes Finais

Observou-se no estudo que a tendéncia era de que cada aluno participante respondesse
todos os problemas que lhe eram apresentados utilizando uma mesma forma de representacao
(tal como representagdes escritas) e uma mesma estratégia (tais como a operacdo de
multiplicagdo ou desenhos das situagdes colocadas). O uso de mesma forma de representacao
e de mesma estratégia parecem indicar que os estudantes percebiam que as situagdes
apresentadas possuiam aspectos em comum, ou seja, eram problemas nos quais se solicitava o
levantamento de possibilidades resultantes da combinacdo de elementos.

Entretanto, o uso de mesma representacdo e mesma estratégia para diferentes situagdes
combinatorias ndo era garantia de sucesso na resolugdo dos distintos problemas, pois além do
reconhecimento de aspectos em comum dos diferentes tipos de problemas ¢ preciso entender
que ha diferentes relacdes envolvidas em problemas de produto cartesiano, arranmjo,
combinagdo e permutagdo e que € possivel generalizar estratégias utilizadas para resolver
situagdes com duas etapas de escolha para outras com trés, quatro, ou qualquer outro numero
de etapas de escolha.

Os resultados obtidos no estudo reforcam o defendido por Vergnaud (1996) e Duval
(2009) de que representacdes simbolicas sdo instrumentos poderosos que podem auxiliar a
resolucdo de problemas matematicos, desde que se entenda o papel dos registros para
identificar aspectos essenciais dos conceitos envolvidos nas situagdes; que se seja capaz de
tratar adequadamente as representagdes utilizadas; e que se possa converter apropriadamente
representacdes de um sistema de registro — tal como a linguagem natural de enunciados — para
outros sistemas — tais como registros pictdricos e operagdes matematicas, como
multiplicagdes que podem resolver corretamente situagdes combinatorias.

No ensino da Matematica o papel de representacdes simbolicas ainda parece ndo ser
devidamente entendido e valorizado e estudos como o presente chamam a aten¢do da
necessidade de mais estudos em Educagdo Matematica que investiguem como representagdes
podem ser empecilhos ao avango da compreensdo de conteiidos matematicos ou como podem

facilitar o aprendizado da Matematica.
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