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Resumo:

No Ensino Bésico, a justificativa apresentada para o estudo dos niimeros irracionais se apoia
principalmente no fato de que esses numeros aparecem em formulas para o calculo de
perimetros, areas e volumes e com soluc¢des de equacdes. Neste minicurso mostraremos como
dar um enfoque diferente ao ensino de numeros irracionais: exploraremos situagdes onde algo
interessante e ndo Obvio acontece porque um determinado niimero ¢ irracional. Esperamos
que esta nova perspectiva que articula nimeros irracionais com problemas em geometria seja
util aos colegas professores e aos alunos de licenciatura em Matemadtica interessados no
ensino e na aprendizagem de nlimeros irracionais.

Palavras-chave: Numeros Irracionais; Ensino e Aprendizagem em Matemadtica; GeoGebra;
Geoplano; Epiciclos.

1. Introducio

Os numeros irracionais sdo apresentados aos estudantes bem cedo, geralmente no
8% ano do Ensino Fundamental, quando ha a necessidade de se ampliar os conjuntos
numéricos para abordar certos conteidos da Matematica: o Teorema de Pitdgoras e suas
aplicagdes, o calculo do perimetro e da area de circulos e solugdes de equacdes quadraticas.
O assunto é normalmente retomado no 1° ano do Ensino Médio por conta do estudo das
funcdes reais elementares que fazem parte do curriculo deste ano.

Virias pesquisas tém apontado para a dificuldade de se ensinar e aprender esse assunto
na Escola Bésica e nos cursos de formagdo de professores de Matematica ((FERREIRA &
BARROS, 2012), (POMMER, 2012), (SANTOS, 2007), (SOUTO, 2010)). Neste cenario, um

erro frequente detectado entre os alunos, por exemplo, ¢ o de eles que © ¢ igual a 3,14 e que
ﬁ ¢ igual a 1,73. Afinal, ao calcularem perimetros, areas e volumes, o que geralmente se faz,
no final, é substituir 7 e /3¢ por suas aproximagdes mais conhecidas com uma ou duas casas
decimais apds a virgula. Em resumo, o fato é que os alunos ndo se deparam com situagdes

onde eles precisem usar que um determinado numero (\/5 , por exemplo) ¢ irracional.
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Em vez de relacionar nlimeros irracionais com célculos de perimetros, areas e volumes
ou solugdes de equagdes como costumam fazer muitos livros didaticos, neste minicurso
procuramos dar um enfoque diferente aos nimeros irracionais: apresentamos varios exemplos
onde algo interessante e ndo 6bvio acontece porque um determinado nimero € irracional.
Esperamos que esta nova perspectiva que articula nimeros irracionais com problemas em
aritmética, combinatdria e geometria seja util a colegas professores do Ensino Basico e a
alunos de licenciatura em Matemadtica interessados no ensino e na aprendizagem de numeros

irracionais.

2. Numeros Irracionais e Geoplanos

O geoplano (geoboard em inglés) ¢ uma ferramenta de manipulagdao para o ensino de
geometria inventado pelo matematico e educador egipcio Caleb Gattegno (1911-1988). Ele ¢
constituido por uma placa, geralmente retangular, de madeira ou isopor, com pregos fixados,
em torno dos quais se enrolam elasticos coloridos de borracha, o que permite modelar
poligonos cujos vértices sdo representados pelos pregos.

O geoplano tem sido usado no ensino de perimetros, areas, semelhanga e congruéncia
de poligonos, angulos, transformagdes geométricas, simetrias € muitos outros assuntos. Entre
as atividades cléssicas sugeridas para o geoplano estd investigar quais sdo os tipos de
triangulos que podem ser construidos com ele. Uma versdo virtual do geoplano construido

com a ajuda do software GeoGebra (que pode ser executada em tablets e smartphones) esta

disponivel no enderego <http://tube.geogebra.org/material/simple/id/1913739> (Figura 1).

. | '§ «“

Figura 1: Modelo virtual do geoplano no GeoGebra para dispositivos méveis.

Na primeira parte do minicurso, seguindo um roteiro de atividades disponivel no endereco
<http://www.professores.uff.br/hjbortol/arquivo/2016.1/enem/geoplanos.rtf>, espera-se que
os participantes, usando seus proprios celulares e tablets, verifiquem se é possivel ou nao

construir no geoplano um triangulo retdngulo isosceles, um triangulo retdngulo escaleno, um
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triangulo acutdngulo isdsceles, um tridngulo acutangulo escaleno, um tridngulo obtusangulo
isosceles e um tridngulo obtusangulo escaleno. Para cada triangulo, os participantes devem
anotar as coordenadas inteiras dos vértices e as medidas dos lados. O conjunto de atividades
termina com a pergunta: ¢ possivel construir um tridngulo equildtero no geoplano? Note que o
geoplano pode ser modelado através de uma malha quadrada, isto ¢, através do conjunto de
pontos do plano cartesiano da forma (i, j), com i e j inteiros. Assim, em termos matematicos,
perguntar se ¢ possivel construir um tridngulo equildtero no geoplano ¢ equivalente a
perguntar se existe tridngulo equilatero com coordenadas inteiras. A resposta a esta pergunta ¢
ndo e isto porque V3 é um nimero irracional. Aqui estd uma justificativa usando apenas
areas: suponhamos, por absurdo, que seja possivel construir um tridngulo equilatero ABC com
coordenadas inteiras: A = (x4, y4), B = (x5 yg) € C = (Xxc, yc) com X4, Va4, X5, VB, XC € V¢
numeros inteiros. Sejam £ a medida dos lados desse tridngulo equilatero, CDEF o retangulo
com vértices D = (x4, yo), E = (x4, yg) € F = (x¢c,y) € a, b, ¢, d, e e f as medidas dos

segmentos CF, FB, BE, EA, AD e DC, respectivamente (Figura 2).

Y
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Figura 2: Nio existe em R’ tridingulo equilitero com vértices com coordenadas inteiras.
Observe que a, b, ¢, d, e e f sdo numeros inteiros por se tratarem de diferengas de numeros
inteiros (isto €, diferencas das coordenadas de 4, B, C, D, E ¢ F). Temos também que a area
do retangulo CDEF ¢ um numero inteiro por tratar-se de um produto de ntimeros inteiros (af).
Denotemos por Sspc a area do tridngulo ABC. Observe que Sizc = Sepcr — (Spre + Sues +
Supc). Assim, €23/4 = af — (ab/2 + cd/2 + ef 12), de modo que £°/3 = 4af — 2(ab + cd +
ef). Note que o lado direito dessa equacdo € um numero inteiro por tratar-se de somas e
produtos entre inteiros. Temos também que ¢° ¢ um niimero inteiro, uma vez que £° = a’ + b’

Dai, concluimos que

4af 2(ab+cd
= af 2(a 2+c +ef)
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¢ um numero racional, o que ¢ um absurdo! Portanto, ndo existe em R” tridngulo equilatero

com vértices com coordenadas inteiras.

3. Numeros Irracionais e Epiciclos

A segunda classe de atividades que iremos trabalhar no minicurso se refere aos
movimentos epiciclos, os quais t€ém relagdo com os espirdgrafos que desenham curvas por

meio do movimento combinado de circulos (Figura 3).
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Figura 3: Um espirégrafo.

Mais precisamente, em termos matematicos, dizemos que um ponto P descreve um
movimento epiciclico se sua posi¢cdo ao longo do tempo pode ser descrita pela combinagdo de
dois movimentos circulares uniformes da seguinte maneira: o ponto P descreve um
movimento circular com velocidade angular constante w, sobre uma circunferéncia C, de raio
r2> > 0 e centro S, e o ponto S, por sua vez, descreve um movimento circular com velocidade
angular constante w; sobre uma circunferéncia C; de raio r; > 0 e centro em O. Supondo, sem
perda de generalidade, que O = (0, 0) e que, no instante t =0, S=(r;, 0) e P = (r; + 15, 0), a

posicao (x(t), y(t))do ponto P, em fun¢do do tempo ¢, ¢ dada pelas expressoes da Figura 3.

x(#)=r, cos(wt)+r, cos(w,t)

*) y(t)=r sen(w,t)+r, sen(w,t)

o O Jomesten %

71 =2w =Lira=1lwp =8 =2 = V2iry = Lw, = 1.

Figura 3: Equacdes e exemplos de movimentos epiciclicos.
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Dependendo das escolhas dos parametros ri, r,, w; € wy, diversos tipos de curvas
podem ser produzidas (Figura 3). Por meio de um aplicativo do GeoGebra
(<http://tube.geogebra.org/material/simple/id/1923949>) e seguindo um roteiro de atividades
(<http://www.professores.uff.br/hjbortol/arquivo/2016.1/enem/geoplanos.rtf>), iremos
investigar sob quais condi¢cdes o movimento epiciclico € periddico, isto €, para quais valores
dos parametros 7y, 72, w; € wy existe 7> 0 tal que x(¢ + 7) = x(¢) e y(t + T) = y(¢) para todo ¢

real (Figura 4).

@ S Pen has been detached

Figura 4: Estudando movimentos epiciclicos com o0 GeoGebra em dispositivos moveis.
De fato, chegaremos ao seguinte resultado: um movimento epiciclico descrito pelas equagdes
descreve uma trajetoria periodica se, € somente se, w, = 0 ou a razdo w;/w, ¢ um nimero
racional caso w, # 0. Este fato pode ser provado usando identidades trigonométricas

conhecidas dos alunos do Ensino Médio (MOZER, 2013).

4. Consideracoes Finais

No minicurso, o participante poderd explorar duas aplicagdes dos nimeros irracionais
que vao além das formulas de perimetros, areas e volumes: (1) a impossibilidade de se
construir um tridngulo equilatero no geoplano, propriedade que se segue do fato de J3 ser um
nimero irracional e (2) um movimento epiciclico ndo ¢é periddico se, e somente se, a razao
wi/w; € um namero irracional. Nestes contextos, o fato dos niimeros serem irracionais (isto €,

de ndo poderem ser escritos como a divisdo de dois numeros inteiros) ¢ usada de forma

fundamental!

A tecnologia desempenha um papel importante: (1) o uso de dispositivos moveis
(smartphones e tablets) permite que o trabalhado seja feito dentro da propria sala de aula;

(2) o aplicativo virtual do geoplano classifica em tempo de execucdo os triangulos formados
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pelo usudrio e, assim, este pode conferir se obteve o tridngulo solicitado no roteiro de
atividades e (3) sem tecnologia, seria muito dificil tragar as curvas dos movimentos

epiciclicos.

Enquanto a atividade do geoplano ¢ acessivel aos alunos do Ensino Fundamental II, a
atividade dos epiciclos aos alunos do Ensino Médio, existem ainda outras situagoes,
acessiveis aos alunos da licenciatura em Matemadtica, onde algo interessante € ndo Obvio
ocorre porque um determinado nimero ¢ irracional. Para o leitor interessado, indicamos

Mozer (2013).
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