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Resumo:

As dificuldades em Matematica no ensino superior tém sido muito discutidas em diversos
estudos em Educacdo Matematica. Concernentes ao Célculo, as pesquisas apontam para o fato
de que o ensino e a aprendizagem das nog¢des envolvidas apresentam muitas questdes que
merecem ser aprofundadas. Assim, temos como objetivo neste trabalho apresentar algumas
implicagdes didatico-pedagogicas na construgdo do conceito de limite de fungdo real de uma
variavel real. Faremos isso a partir do estudo de obstaculos epistemoldgicos de limite ja listados
por pesquisadores da area. A proposta para o ensino de limite de funcao real a uma variavel real
sera apresentada em linhas tematicas, entrelagcando os pressupostos da historia e da didatica da
matematica.

Palavras-chave: Cilculo; Limite de funcdo; Obstaculo epistemoldgico; Histéria da
Matematica; Didatica da Matematica.

1. Introduciao

Este trabalho ¢ fruto de uma pesquisa de dissertagdo de mestrado que foi desenvolvida
no Grupo de Estudos e Pesquisa em Historia e Ensino da Matematica (GEHEM) da
Universidade Federal do Para (UFPA). O GEHEM desenvolve pesquisas sobre a historia da
Matematica, tanto no que diz respeito aos conteidos como em relagdo a historia de
matematicos.

Sabemos que nos cursos de Matematica do ensino superior ha um alto indice de
reprovagdo e desisténcia da disciplina de Calculo, a qual estd presente no curriculo de cursos
de graduacao, tais como engenharia, fisica, administracdo, computagao, entre outros (SANTOS,
2005). Sabemos ainda que muitas dessas dificuldades de aprendizagem estdo relacionadas com
o entendimento da no¢do de limite. Com isso, direcionamos a tematica dessa pesquisa para o
ambito do Calculo, particularmente para limite de fungao.

Assim, temos como objetivo neste trabalho apresentar algumas implicagdes didatico-
pedagogicas na constru¢do do conceito de limite de fungdo real de uma variavel real. Para isso,

analisamos os obstaculos apresentados por Cornu (1983), Sierpinska (1985) e Rezende (1994).
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Para isso, optamos por apresentar os obstaculos epistemoldgicos trazidos pelos autores
supracitados e em seguida, referimo-nos as implicagcdes dos obstaculos epistemoldgicos no
ensino e aprendizagem de limite de func¢do, aludindo aos marcos tedricos adotados para esta
pesquisa e os obstaculos por eles verificados. Com isso, sdo apresentados os desdobramentos
dessa investigacdo, que se constituem em sugestdes para o ensino de limite a partir da
identificacdo dos obstaculos epistemologicos com o objetivo de supera-los.

Dessa forma procuramos trazer contribui¢des para o campo da Educa¢do Matematica,
pelo enfoque na exploragdo epistemoldgica das informagdes histéricas do conceito de limite,
apontando possibilidades de superacao das dificuldades encontradas por professores e alunos
no ensino de limite, apoiado em principios epistemologicos e didatico-pedagogicos que
envolvem relacdes entre pressupostos da historia e da didatica da Matematica na expectativa de

propor uma Educacdo Matematica com base nessas conexdes tedricas.
2. Obstaculos epistemologicos

Para Almouloud (2007), o erro ¢ considerado necessario para: desencadear o processo
de aprendizagem; o professor situar as concepgdes do aluno e compreender os obstaculos
subjacentes; e o professor adaptar a situagio didatica. E entfio, imprescindivel buscar respostas
as seguintes questdes: Quais obstaculos podemos evitar? Quais obstaculos ndo devemos evitar?
Como superar os obstaculos que ndo devemos evitar?

Brousseau (1986) distingue origens diversas para os obstaculos identificados na didatica
da Matematica caracterizando-os em ontogénicos, didaticos e epistemologicos. Os obstaculos
de origem ontogenénica, conforme o pesquisador, sdo aqueles que ocorrem por causa de
limitacdes (neurofisioldgica entre outras) em algum momento do seu crescimento, assim, nao
desenvolve conhecimento adequado para os seus meios € objetivos.

Quantos aos obstaculos de origem didatica, Brousseau (1986) aponta que sdo aquelas
que dependem de uma escolha ou de uma concepcao do sistema de ensino. Neste trabalho
iremos evidenciar apenas os obstaculos com caracteristicas epistemologicas.

Os obstaculos de origem epistemologica sdo inerentes ao saber e podem ser
identificados ao longo da histéria da Matematica, quando se observa as dificuldades que os
matematicos encontraram, para a compreensdo e utilizagdo desses conceitos. Esse tipo de

obstaculo ¢, na realidade, constitutivo do proprio conhecimento e ndo se pode nem se deve

evita-lo (BROUSSEAU, 1986).
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A tese de Cornu (1983) — Apprentissage de la notion de limite: conceptions et obstacles
— tratou de obstaculos epistemologicos para a aprendizagem do conceito de limite. Para o autor,
a nocao de limite ¢ fundamental para a andlise, e esta ¢ uma das noc¢des fundamentais da
Matematica. Além dos pré-requisitos para o aprendizado, a nog¢ao de limite em si contém muitas
dificuldades, pois, ¢ um novo tipo de conceito para os alunos, que até entdo encontravam
raciocinios e célculos prontos e acabados.

Com sua pesquisa, Cornu (1983) objetiva compreender quais sdo as reais dificuldades
na aquisi¢do da no¢ao de limite, e ainda, enfatiza que seu objetivo ¢ de natureza didatica, isto
¢, estudar o ensino e aprendizagem do conceito de limite, a fim de melhoré-los. O autor salienta
que antes de propor solucdes educacionais, necessitamos compreender os fendmenos que
ocorrem ao se aprender o conceito de limite.

Para Cornu (1983), o objeto matematico que constitui a no¢ao de limite ndo €, nem deve
ser, a definicdo do limite. Uma defini¢do ¢ matematicamente suficiente para restaurar um
conceito, mas em termos de conhecimento, ndo captura todos os aspectos do conceito. Para uma
ideia completa do que ¢ o conceito de limite, devem ser examinadas em detalhe as varias
maneiras em que o usamos em todas as subareas da Matematica, considerando o célculo de
limites, as demonstracdes da "passagem para o limite”, os resultados que podem ser
aproximacoes etc.

Com isso, o autor identificou obstaculos epistemologicos, obstaculos estes que explicam
alguns atrasos, alguns erros, mas sem apresentar um aspecto negativo. Para Cornu (1983), eles
foram, muitas vezes, fatores de progresso, levando-se em conta que os esfor¢os para supera-los
nos levaram ao desenvolvimento da analise.

O primeiro obstaculo epistemoldgico identificado foi a transposicdo numérica. Para o
pesquisador, uma das grandes dificuldades da historia do conceito de limite era de abstrair do
contexto geométrico a cinemadtica, ndo para trabalhar a "grandeza", mas sim os nimeros.

Cornu (1983) afirma que o conceito unificado de limite tem sido possivel no dominio
numérico depois de termos sucesso na traducao dos diferentes problemas numéricos que podem
surgir. A interpretacdo geométrica dos fendomenos tem sido abrandada pela transposicao
numérica. Podemos pensar que o método da exaustio dos gregos ¢ muito proximo a nossa no¢ao
de limite, e poderia entdo ser surpresa a demora de tantos séculos para a nogao de limite ser
especificada, enquanto os gregos pareciam tao perto. Isto se identificou para o autor como sendo
a transposi¢cao numérica que constitui a diferenca entre esses dois marcos, o obstaculo que foi

tao dificil de atravessar.
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O segundo obstaculo elencado pelo pesquisador foi o aspecto metafisico da nocao de
limite. Cornu (1983) ressalta que a utilizacdo da nogdo de limite no raciocinio matematico
marca uma mudanca significativa de nivel, pois introduzimos raciocinios, objetos, modos de
um novo tipo de pensamento que ja ndo sdo apenas os calculos ou dedugdes logicas habituais.
O autor afirma também que o infinito ndo faz parte do campo da Matematica classica. O infinito
e a nocao de limite surgiram como sendo mais da metafisica ou filosofia que da Matematica.
Isso causou entre os matematicos extrema relutincia para aceitacdo desses conceitos, o que
levou os gregos a evitar o infinito no raciocinio matematico.

Outro obstaculo epistemoldgico abordado por Cornu (1983) € a nogdo de “infinitamente
pequeno” ou de “infinitamente grande”. Para o autor, a suposi¢do da existéncia de quantidades
infinitamente pequenos tem sido um grande obstaculo. O autor afirma que Euler usa o conceito
de quantidade infinitamente pequena, que, para ele, ¢ uma quantidade que se torna igual a zero,
um namero menor do que qualquer dada quantidade ¢ zero. Para Cornu (1983, p. 59), “a
quantidade ¢ algo qualquer ou nada. Se for algo que ndo tenha sido cancelado, se ndo ¢ nada,
ela serd cancelada. A suposicdo de que existe um estado intermediario entre os dois ¢ uma
utopia”. Conforme Cornu (1983), se a presenca da no¢do de infinitamente pequeno dificulta a
noc¢do de limite, o infinitesimal também de algum modo tem sido um fator de progresso uma
vez que a nocdo de limite foi desenvolvida em parte na reacdo contra o infinitamente pequeno.

O quarto obstaculo citado por Cornu (1983) ¢ intitulado “O limite atinge ou ndo?”. Esta
questdo foi também uma fonte de obstaculos. O autor afirma que para d'Alembert, se o limite
for atingido nao faz parte do conceito de limite. Até Cauchy, o limite poderia ser alcangado, no
entanto, na defini¢do da palavra "limite", que exclui o tamanho varidvel, atinge-se o limite. O
autor aponta que em sua pesquisa esse obstaculo ainda ¢ encontrado entre os estudantes.

Por fim, o autor coloca algumas situagdes que podem ser caracterizadas como
obstaculos. Com relacdo ao obstaculo anterior, a ideia de que qualquer convergéncia ¢
monoétona e ndo atinge o limite € um obstaculo. Essa ideia prevalece até Cauchy, e ¢ encontrada
em muitos estudantes.

Outro grande obstaculo mencionado pelo autor ¢ a dificuldade em imaginar que a soma
infinita pode ser finita. E também um dos obstaculos que o pesquisador encontra entre os
estudantes para a no¢do de infinito. O autor incluiu também o problema de 0/0, no qual duas
quantidades podem tender a zero, enquanto sua relagdo tende a uma quantidade finita. Os

exemplos incluem tracos desse obstaculo em Berkeley.
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Sierpinska (1985), em seu artigo — Obstacles Epistémologiques relatifs a la notion de
limite — identifica, a partir do estudo do desenvolvimento histdrico do conceito de limites e da
analise de um experimento, uma lista de obstaculos relacionados com a nocao de limite: 1)
"Horror ao Infinito"; 2) Obstaculos relacionados com a nogdo de funcdo; 3) Obstaculos
geométricos; 4) Obstaculos "logicos"; 5) Obstaculo do simbolo.

O primeiro grupo de obstaculos epistemoldgicos denominado de “horror ao infinito” ¢
0 que aponta para a recusa ao conjunto do infinito, a recusa do status de operacdo Matematica
a passagem ao limite. De acordo com a autora, a passagem ao limite ¢ um método de
demonstrag¢do rigorosa seguindo um esquema que elimina o problema do infinito. Essa crenca
pode ser estabelecida sem impedir os alunos de cair no extremo oposto: “a aplicacdo de um
regime rigoroso para a liberdade total de escolha de raciocinio que conduz ao resultado, desde
que seja verdade” (SIERPINSKA, 1985, p.39) [traducdo nossa]. Vemos manifestacdes deste
obstaculo, por exemplo, no método da exaustdo, pois, conforme a autora, nesse método o
problema do infinito ¢ eliminado.

Sierpinska (1985) encontra trés formas de identificacdo desse obstaculo: raciocinio
baseado na indugdo incompleta; a passagem ao limite considerando apenas aproximacdes; e,
com o objetivo de justificar um resultado, ndo tentamos fazer provas rigorosas, encontramos
apenas uma formula que descreve a situagdo e permite uma verificagdo através de um célculo
simples.

Ainda relacionado ao “horror ao infinito, a autora identifica o obstaculo fisico, no qual
enfatiza-se que a questdo de saber se uma grandeza variavel atingiu o seu limite ou ndo, ¢ um
sintoma desse obstaculo, sendo esta uma interpretacdo demasiadamente literal da expressao
"dinamica" usada sobre a noc¢ao de limite. Ainda neste grupo, “horror ao infinito”, Sierpinska
(1985) destaca os obstaculos algébricos em duas situagdes: a transferéncia automatica dos
métodos da algebra de manipulagdo de grandezas finitas para grandezas infinitas; e, a
transferéncia das propriedades dos termos de uma sequéncia convergente ao seu limite. A autora
enfatiza que essa ultima situacdo ¢ um obstaculo que ocorre especialmente no principio da
continuidade de Leibniz.

O aparecimento do conceito geral de funcdo foi um ponto decisivo que permitiu no
século XIX uma clara articulagdo da nogao de limite livre da intui¢do geométrica e fisica. Para
a pesquisadora, nas etapas que constituem o rigor da defini¢do de limite aparece cada vez mais
clara a noc¢do de fungdo, surgindo assim os obstaculos relacionados com a nogdo de func¢ao.

Para Sierpinska (1985), estes obstaculos sdo proximos ao que se vé na defini¢do de Cauchy,
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pois aqui se apresenta a restricdo de sequéncias de valores e a concepgao que o estudante tem
de continuo parece estar mais proximo da de Leibniz-Cauchy do que de Weierstrass. Ao
dirigirmos a atencdo exclusivamente no lado relacional da fungdo surge o segundo obstaculo
relacionado a fun¢do. Durante muito tempo na historia, as concepgdes de limite aplicavam-se
apenas as fun¢des monotonas, isso se caracterizou, para Sierpinska (1985), como sendo outro
obstaculo pertencente a este grupo, o de redugdo de fungdes mondtonas, assim como também,
a ndo distingdo da nogao de limite da nog¢do de limite inferior ou superior. Como exemplo deste

ultimo obstaculo citado, temos a descoberta de que o limite da sequéncia

o se 10 ndo dividir n
1,se 10 dividirn
¢ igual a 1 ou que a série 0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, ... tem dois limites, 1 ¢ 0.

a, =

Quanto aos obstaculos concernentes a concep¢do geométrica da nogdo de limite,
apresentam-se obstaculos manifestos primeiramente pela ideia geométrica da diferenca entre
uma grandeza variavel e uma grandeza constante, que ¢ o limite. Sierpinska (1985) aponta que
o desenho do circulo como um limite de poligonos inscritos ou circunscritos seria um sintoma
deste obstaculo: quanto maior for o nimero de lados, a maior forma que o poligono pode ter ¢
préoximo a forma de circulo. Com relacdo aos obstaculos 16gicos, Sierpinska (1985) alude ao
lado logico da definicdo da nogdo de limites correspondendo aos seguintes obstaculos:
elimina¢do de quantificadores ou de sua ordem e o obstaculo em relagdo ao simbolo da operagao
de passagem para o limite.

Para Sierpinska (1985), muitas vezes definimos a no¢do de limite com a auséncia de
quantificadores, usando a linguagem natural e simbolica. Quanto ao simbolo da operagdo de
passagem para o limite, Sierpinska (1985) salienta que foi introduzido apenas por Cauchy.
Como a passagem ao limite ndo era considerada, o simbolo ndo foi necessario. A autora
exemplifica o obstaculo do simbolo relatando um caso de sua experiéncia no qual uma equipe
ndo usa nenhum simbolo especifico, enquanto na outra, os alunos usaram um sinal de igual
a, = 1ao invés de }Ci_r)r(l) ap(x) =1.

Sobre os obstaculos epistemologicos envolvendo o conceito de limite temos ainda a
pesquisa de Rezende (1994) — Uma analise historica-epistémica da operacdo limite — que
procurou determinar em sua dissertagdo os obstaculos epistemoldgicos da operagdo limite
através do resgate historico da construcao do conceito de limite. Rezende (1994) aponta que no

ensino de Matematica no curso superior destacam-se o fracasso do ensino do Célculo
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Diferencial e Integral e a possivel dificuldade de compreensdo do conceito de niimeros reais,
seu processo de construgdo e suas principais propriedades. Na evoluc¢do histérica da operagao
limite, Rezende (1994) encontrou basicamente quatro obsticulos epistemoldgicos: 1) a
transposi¢cdo metafisica; 2) a transposicao cinética; 3) a transposi¢cdo numérica; e, 4) a reticéncia
ao infinito. Para cada um dos obstaculos, o pesquisador identifica que o conceito de infinito e
o paradigma sobre o conhecimento matematico sdo duas fontes que predominam e estdo
presentes em todos os obstaculos.

Com o método dos indivisiveis, a no¢ao de limite foi desenvolvida ora como um método
heuristico, ora como algebra dos indivisiveis. Muitos matematicos utilizaram e tentaram
explicar sobre o infinitamente pequeno, como: Fermat; Newton; Leibniz, entre outros. Rezende
(1994) cita que foi Berkeley, no entanto, o primeiro a questionar sobre a natureza destas
quantidades infinitamente pequenas, dando énfase principalmente a caracteristica metafisica
que estas apresentavam.

Contudo, Rezende (1994) informa que s6 com o desenvolvimento do conceito de funcao
no século XVIII ¢ que as questdes de Berkeley sobre as quantidades infinitamente pequenas
comegam a ser esclarecidas. Para Cauchy uma quantidade torna-se infinitamente pequena
quando seu valor numérico tende a zero. Rezende (1994) destaca, para Cauchy, a no¢do de
infinitamente pequena ¢ derivada da nogdo de limite, mas para os seus antecessores era o
elemento metafisico necessario para que o processo limite se realizasse.

Assim, conforme Rezende (1994), com Cauchy o limite se dissocia da ideia, até entdo
metafisica, de quantidades infinitamente pequenas, como também fornece os elementos
necessarios para que essas quantidades se separem do aspecto metafisico. No entanto, esta
mesma no¢ao de limite, encontra-se associado ainda a ideias intuitivas, como: 1) valores
sucessivos; 2) aproximar-se indefinidamente; e, 3) diferenca tdo pequena quanto se queira.
Rezende (1994) ressalta que nos termos destacados anteriormente verificamos a presenca de
ideias de movimento, o que caracteriza a presenca dos obstaculos cinéticos na definicdo de
limite de Cauchy.

O segundo tipo de obstaculo epistemoldgico envolvendo o conceito de limite, para
Rezende (1994), ¢ a transposicao cinética. Conforme Rezende (1994), Galileu questionava, por
exemplo, que uma soma infinita poderia ser finita fundamentado no fato de podermos realizar
uma tarefa infinita em um tempo finito. James Jurin e Benjamim Robins, criticos da nova
andlise proposta por Newton e Leibniz, chegam inclusive a discutir se a variavel atinge ou nao

o seu limite. Para d’Alembert, o caso onde o limite ¢ atingido ndo faz parte do conceito de
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limite. E para Cauchy um limite ndo pode ser atingido e a grandeza permanece constante. Pelo
conceito de limite de Cauchy uma grandeza constante ndo varia e por isso ndo podemos calcular
o seu limite. Rezende (1994) explica que todas essas interpretacdes cinéticas da operagdo de
limite sdo fundamentadas na concepcao de infinito potencial de Aristoteles.

Rezende (1994) salienta que ¢ quase uma unanimidade entre os alunos que 0,999... ¢
menor que 1, elaborando argumentagdo em geral parecidas com a que Galileu desenvolveu em
seu paradoxo, sendo assim compreendido que o modelo potencialista de limite ¢, com efeito, o
modelo mais difundido entre os educandos.

O terceiro obstaculo epistemoldgico envolvendo o conceito de limite, para Rezende
(1994), ¢ da transposicao numérica. Uma das dificuldades que os matematicos encontraram foi
a de abstrair do contexto geométrico e cinematico os elementos necessarios para trabalhar sobre
os numeros. O pesquisador cita que os obstaculos para que a transposicdo numérica fosse
efetivada foram: 1) a interpretacdo geométrica das grandezas; 2) a interpretacdo dinamica do
conceito de variavel; 3) o aspecto temporal presente na construgdo das sequéncias e séries; e,
4) as interpretacdes metafisicas dos conceitos de continuidade.

O quarto obstaculo epistemoldgico envolvendo o conceito de limite, para Rezende
(1994), ¢ da reticéncia ao infinito. Para o pesquisador, esse obstaculo se subdivide basicamente
em duas etapas epistemologicas: 1) os matematicos sdo reticentes a qualquer concepcao de
infinito; e, 2) a concepcdo de infinito potencial de Aristdteles ¢ incorporada a pratica da
Matematica, ou como uma entidade metafisica ou como um elemento de um procedimento
heuristico.

Elaboramos o seguinte quadro sintetizando os obstaculos pelos autores supracitados:

Quadro 1 — Obstaculos epistemologicos de limite
Cornu (1983) Sierpinska (1985) Rezende (1994)

- Aspecto metafisico da nogdo de
limite;
- A nogio de “infinitamente
pequeno” ou de “infinitamente
grande”.

- “Horror ao infinito” (I.1, 1.2, 1.3,

1.4) - Transposigdo metafisica.

- “Horror ao infinito” (I.5) —
- “O limite atinge ou ndo?”. Obstaculo fisico. - Transposigdo cinética.
- Obstaculos geométricos;

- Obstaculos relativos a nogao de
fungdo.

- “Horror ao infinito” (1.6. 1.7) —
Obstaculos algébricos.

- A transposi¢@o numeérica. - Transposigdo numérica.

- Reticéncia ao infinito.

Obstaculos logicos.

Obstaculo do simbolo.

Fonte: Elaboragdo nossa.
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Tomamos como organizagdo temporal os obstaculos evidenciados por Rezende (1994).
Os elementos metafisicos basicos da Matematica e filosofia grega, segundo Rezende (1994),
eram os indivisiveis e as quantidades infinitamente pequenas, que também foram evidenciadas
no aspecto metafisico da nogao de limite descrito por Cornu (1983), assim como as nogdes de
infinitamente pequeno ou de infinitamente grande. No grupo de obstaculos “horror ao infinito”
trazido por Sierpinska (1985), observamos que a recusa do status de operacao ao limite estava
intimamente ligada aos aspectos metafisicos da nog¢ao de limite.

Com a superagdo dos obstaculos metafisicos de limite, temos o segundo grupo de
obstaculos agrupado no quadro 1, os que tratam do aspecto dindmico muito presente no conceito
de limite. Essa caracteristica ndo se apresentava anteriormente pelo aspecto estatico da
Matematica grega, entretanto, se deve a aproximacgdo dos conceitos matematicos com outras
areas do conhecimento. A Matematica passa entdo a ser utilizada como ferramenta de
interpretagdo de fendmenos, permanecendo, até Cauchy, a questdo de saber se uma grandeza
variavel atingiu o seu limite ou ndo. Esse dinamismo também estd fundamentado no infinito
potencial de Aristoteles.

Em seguida, temos os obstaculos relacionados a transposi¢do numérica. Tratam da
dificuldade de abstrair da geometria e da cinematica os elementos necessarios para se trabalhar
com numeros (CORNU, 1983; REZENDE, 1994). Os obstaculos presentes nesse grupo
estavam ligados a a interpretacdo geométrica das grandezas, a interpretacdo dindmica do
conceito de variavel, e, as interpretacdes metafisicas dos conceitos de continuidade. Imbricado
a esses, estdo os obstaculos relativos a nocao de fungdo, categorizados assim por Sierpinska
(1985), que enfatiza a concepcao de continuo, nesse contexto, de Leibniz até Cauchy.

No grupo de reticéncia ao infinito proposto por Rezende (1994), temos os matematicos
reticentes a concepg¢do de infinito, pela influéncia da Matemadtica grega, e o obstaculo do infinito
potencial incorporada a pratica Matematica, gerado pela falta de um conceito bem formado de
nameros reais. Nesse viés relacionam-se os obstaculos algébricos, propostos por Sierpinska
(1985), que trata da transferéncia de propriedades de manipulagdo de grandezas finitas a
grandezas infinitas. Nos obstaculos 16gicos e do simbolo, contidos na listagem de Sierpinska
(1985), ndo observamos elementos que estabelecam relagdo com os demais obstaculos. Essas
foram as possiveis conexdes observadas entre os obsticulos epistemoldgicos de limite

evidenciados nos trabalhos de Cornu (1983), Sierpinska (1985) e Rezende (1994).
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3. Implica¢des didatico-pedagogicas na construcio do conceito de limite

Na tentativa de superar os obstaculo epistemologicos do conceito de limite evidenciados
anteriormente, por meio da articulacdo conectiva entre os estudos historicos relacionados aos
obstaculos epistemologicos situados no desenvolvimento histérico do Célculo Diferencial e
Integral, focados nas ideias de limite, a anélise desses obstaculos nos permitiu inferir sobre
algumas implicagdes didatico-pedagogicas importantes para a construgao do conceito de limite
de func¢do de uma variavel, fazendo o entrelagcamento dos pressupostos da historia e da didatica
da Matematica.

Observando os obstaculos evidenciados neste trabalho, propomos, paralelamente ao
ensino tradicional de limite, que se faca um estudo historico do desenvolvimento desse
conceito. Este estudo, orientado pelo professor, possibilita ao aluno uma visdo mais ampla e
localizada em termos sdcio-historico-cultural da construgdo do conceito de limite ¢ dos entraves
encontrados em seu desenvolvimento.

O estudo historico vetorizado pedagogicamente aqui proposto pode ser realizado pela
apresentacao inicial de uma sintese da evolu¢do do conceito de limite, para que os estudantes
tenham uma visdo geral do desenvolvimento desse conceito. Apos essa apresentagdo, deve ser
dada a tarefa para os estudantes de uma pesquisa mais minuciosa quanto ao desenvolvimento
do conceito de limite. Essa tarefa pode ser dividida entre grupos de alunos, de modo que cada
grupo receba um tema. Sdo sugestdes: primeiros conceitos que permeiam a nogdo de limite e
do Calculo, antecipacdes ao Calculo, inven¢do do Célculo, formaliza¢dao do conceito de limite.
Podendo estes temas serem subdivididos.

Quando os estudantes estabelecerem contato (nas aulas tradicionais) com a definicao
formal de limite de fun¢do, proporiamos o estudo das defini¢des de alguns matematicos quanto
ao conceito de limite com o objetivo de haver uma identificagdo/aproximacao entre os conceitos
estudados e os conceitos até entdo compreendidos pelos alunos, podendo ser mantidos os
mesmos grupos formados anteriormente.

A partir de entdo, sugerimos uma discussao das dificuldades que os matematicos tiveram
para se chegar a defini¢do formal de limite, se essas dificuldades sdo as mesmas que os alunos
encontram nas defini¢cdes construidas por eles, observando os obstaculos que precisavam ser
transpostos.

As possiveis dificuldades que podem emergir dos didlogos propostos podem ser

associadas aos obstaculos identificados em nossa investigagdo. Podemos assim estabelecer 5
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(cinco) linhas tematicas para discussdo em sala de aula, no ensino de limite de fun¢do de uma

variavel, associadas ao quadro 1.

Quadro 2 — Relagdo dos eixos tematicos com os obstaculos epistemoldgicos de limite de fungéo.

Cornu (1983) Sierpinska (1985) Rezende (1994)
- Aspecto metafisico da
noc¢ao de limite; - “Horror ao infinito” (I.1,
(1) | - A nogao de “infinitamente | 1.2, 1.3, 1.4). - Transposi¢ao metafisica.
pequeno” ou de | - Obstaculos geométricos;

“infinitamente grande”.

.y . N - “Horror ao infinito” (I.5) — .
(2) | - “O limite atinge ou ndo?”. (L.5) - Transposi¢ado cinética.

Obstaculo fisico.

. L. - Obstaculos relativos a - o
(3) | - A transposi¢do numérica. - Transposi¢do numérica.

nog¢ao de fungao.

- “Horror ao infinito” (I.6.

) - Reticéncia ao infinito.
1.7) — Obstaculos algébricos.

“4)

- Obstaculos logicos.
- Obstaculo do simbolo.

S))

Fonte: Elaboragdo nossa.

Linha tematica (1) — “Horror ao infinito”: Nesta linha, sugerimos a discussdo das
dificuldades concernentes ao conceito de infinito e das grandezas infinitamente grandes e
infinitamente pequenas, associadas ao contexto histdrico do surgimento do Calculo. Questdes
de investigagdo relacionadas a tematica: a) O que ¢ infinito? b) Quais os motivos de os gregos
ndo aceitarem a no¢ao de infinito?

Linha tematica (2) — Aspecto dindmico do conceito de limite: Nesta linha, sugerimos
a discussdo das caracteristicas de movimento presente na nog¢ao intuitiva de limite a partir do
contexto historico do qual se originou, estabelecendo também uma discussdo quanto as
grandezas atingirem ou ndo o seu limite. Ressaltamos ainda a importancia de se ater no ensino
de Calculo o método geométrico aliado ao método aritmético/algébrico, por cada um
proporcionar as interpretagdes necessarias para a apreensao do conceito de limite. Questao de
investigagdo relacionada a temadtica: a) A partir da quadratura do circulo, como calcular a

vizinhang¢a que mais se aproxima do circulo? b) Considerando: lim f(x) = L. O limite de f(x)
xX—a

quando x tende a a se aproxima ou ¢ igual a L?

Linha tematica (3) — Transposi¢cdo numérica: Sugerimos nessa etapa a discussao quanto
as dificuldades encontradas historicamente de abstrair do contexto geométrico a cinematica,
ndo para trabalhar a "grandeza", mas sim os nimeros, chegando assim, na defini¢do formal de

limite. Questdes de investigacdo relacionadas a tematica: a) O que ¢ significa na definicao de
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limite de fun¢do? b) O que 6 significa na defini¢do de limite de fungdo? c) Qual o significado
da relacdo entre € e  na definicdo formal de limite de funcdo? Por que devemos busca-la?

Linha tematica (4) — “Algebrizacdo do infinito”: nessa etapa, se propde a discussio
quanto as formas de se trabalhar com o infinito e quanto as situagdes de indeterminacdes que
surgem ao buscarmos o limite de determinadas funcdes, imbricadas ao contexto historico.
Questdes de investigacdo relacionadas a tematica: a) O oo ¢ um simbolo ou ¢ um numero? O
que ¢ uma indeterminagao?

Linha tematica (5) — O simbolo lim: nesse eixo temético, sugerimos a discussao quanto
a eliminagdo de quantificadores no desenvolvimento do conceito de limite e a necessidade da
criagdo de um simbolo para a operagdo de limite. Questdes de investigacdo relacionadas a
tematica: a) Por que foi necessaria a criacdo do simbolo lim para a operacao de limite?

Devemos ressaltar que ndo esperamos com as inferéncias propostas que o professor em
sala de aula esgote todos os temas propostos, mas sim, que sejam discutidas a origem das
dificuldades enfatizadas pelos proprios estudantes durante as aulas. Entendemos que os
apontamentos dados possibilitam seguir as orientacdes de Sad (1998) considerado o ensino de
limite a partir de “onde o aluno estd”, por via do didlogo dos estudantes entre os mesmos e com
o professor, permitindo que as compreensdes do aluno nao se transformem em obstaculos para
sua aprendizagem, mas sim, o propulsor para a constru¢do de uma nova compreensao mais
solida mediada pelo professor.

Em termos de aprofundamento teorico, ¢ pertinente aos professores que ministram a
disciplina Calculo I compreender a diferenca ente o infinito potencial e atual e, até certo ponto,
expressar essa diferencga dentro dos eixos teméaticos propostos para discussdo com os estudantes,
com o objetivo de minimizar os obstaculos que o uso potencialista do infinito causa no ensino

do conceito de limite de fun¢do de uma variavel.
4. Consideracoes

Neste trabalho evidenciamos um estudo descritivo com enfoque na exploragdo
epistemologica das informagdes histdricas do conceito de limite. Apresentamos os obstaculos
epistemologicos presentes no processo de construgdo do conceito de limite de funcdo listados
por Cornu (1983), Sierpinska (1985) e Rezende (1994).

Observando os obstaculos evidenciados, propomos, paralelamente ao ensino tradicional

de limite, que se fagca um estudo histérico do desenvolvimento desse conceito e fizemos, assim,
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alguns apontamentos para o ensino de limite de funcdo de uma varidvel através do
entrelagamento dos pressupostos da historia e da didatica da Matematica.

Concluimos que os estudo dos obstaculos epistemologicos presentes no
desenvolvimento do conceito de limite ¢ um dos caminhos para que o ensino e a aprendizagem
deste conceito se tornem cada vez menos traumaticos em nosso alunado atual.

Reconhecendo as limitagdes do presente trabalho e refletindo sobre as questdes aqui
discutidas, sugerimos para futuras pesquisas: colocar em pratica, com maior fundamentagao
tedrica, os apontamentos oferecidos no ultimo item de nossa analise quanto ao ensino de limite
de fun¢do de uma variavel; estender o estudo de identificacdo dos obstaculos epistemologicos
aos demais conceitos do Calculo (derivada e integral) assim como suas implicagdes didatico-

pedagobgicas.
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