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Resumo:

O conceito de fungdo se estabelece como uma ferramenta matematica que ajuda o homem a
entender os processos de fluéncia e de interdependéncia que sdo intrinsecos aos fendmenos
naturais e sociais. Portanto, saber que a variacdo de uma grandeza depende da variagcdo da
outra ¢ um aspecto importante, mas que se torna incompleto do ponto de vista epistemologico,
se ndo estudamos como ocorre esta variagdo. Assim, usando ferramentas computacionais, este
minicurso tem por objetivos principais: estudar o comportamento variacional de algumas
funcdes elementares fazendo uso de recursos graficos, numéricos e algébricos, procurando
estabelecer relagdes com o estudo de sequéncias numéricas; e usar processos da modelagem
matematica para resolver problemas de otimizacdo, considerando contextos geométricos
simples e dindmicos. As atividades destinam-se a ampliar o saber pedagogico de conteudo do
professor de matematica com respeito ao tema, oferecendo opgdes didaticas oportunas para
uma abordagem dindmica deste conceito na educagio basica.

Palavras-chave: fungoes reais; variagdo de grandezas; tecnologias no ensino de matematica;
saber pedagdgico de conteudo.

1. Introduciao

Segundo Caraga (1948), o conceito de fun¢do se estabelece como uma ferramenta da
matematica que ajuda o homem a entender os processos de fluéncia e de interdependéncia que
sdo intrinsecos as coisas e aos seres do nosso Universo. Portanto, saber que a variagdo de
uma grandeza depende da varia¢do da outra ¢ um aspecto importante no estudo do conceito de
funcdo, mas que se torna incompleto do ponto de vista epistemoldgico, se ndo estudamos
como ocorre esta varia¢do, isto €, se ndo conseguimos dar qualidade e quantificar este
processo de variacdo. O estudo das variagdes quantitativas presentes nos fendémenos naturais

foi, sem duvida, um dos grandes pilares na construcao da ideia de fungao.
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Contudo, diversos trabalhos de pesquisa tém apontado que ndo apenas os alunos da
educacdo basica, mas também seus professores tém encontrado dificuldades com o
entendimento e a aplicacdo deste conceito na resolugdo de problemas matematicos. As
pesquisas de Even (1998) e HITT (1998), no exterior, ¢ de Zuffi (1999), Rossini (2006),
Costa (2008) e Thees (2009), no ambito nacional, t€m revelado, por exemplo, a existéncia de
algumas lacunas na formacdo de professores de matemdtica no que diz respeito a

compreensdo deste conceito.

Em sua pesquisa, Even (1998) observa que os professores investigados nao relacionam
e nem conhecem as limitagdes inerentes aos varios modos de representacdo do conceito de
funcdo (diagramas de setas, expressoes algébricas etc.). Essas dificuldades também foram
observadas nas atitudes dos professores que participaram das pesquisas de Hitt (1998) e Costa

(2008).

Os professores pesquisados tanto por Hitt (1998) como por Costa (2008) definiram o
conceito de fungdo no contexto algébrico, ora como um conjunto de pares ordenados, ora a
partir de uma “regra de correspondéncia”. Em Costa (2008), por exemplo, verificou-se que a
maioria dos entrevistados definiu funcdo como “relacdo entre conjuntos”, tendo como
imagens de conceito predominantes suas “representacdes graficas” ou os “diagramas de
setas”. Ja em (HITT, 1998), observa-se que os professores participantes de sua pesquisa
apresentaram dificuldades em identificar a variacdo da varidvel independente a partir de

determinados contextos fisicos.

Essa caracterizagdo estdtica e algébrica do conceito de funcdo também pode ser
verificada nas atitudes dos professores entrevistados por Rossini (2006). No levantamento
realizado pela autora, os docentes citaram até palavras como “fun¢do crescente” e “funcao
decrescente”, mas sequer fizeram referéncia as nogdes de variacdo ou de taxa de variagdo. Ao
que parece, pelos resultados até aqui sinalizados, os professores ndo dispdoe de recursos que
permitam qualificar e quantificar o comportamento variacional de uma fungao real. Tal fato
pode ser observado de forma contundente em (THEES, 2009). Em seu trabalho, a autora, ao
investigar a competéncia de determinado grupo de docentes para encontrar as fungdes que
modelavam quatro situagdes problema', observou que os professores participantes, em sua
grande maioria, ignoravam ou desconheciam o comportamento variacional das fungdes afim e

quadratica. A “regra de trés” era, nas atitudes registradas pelos docentes, a ferramenta

! Todos os quatro problemas eram modelados por fungdes afins ou quadraticas.
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universal para a solu¢do de qualquer um dos problemas apresentados: ou a variavel

dependente y € proporcional a variavel independente x, ou a variacao da variavel dependente

y, y, € proporcional a varia¢do da varidvel independente x, x. Alids, a fungdo que modela

o problema sequer era citada nas respostas dadas pelos professores. Ela permanece escondida

nos mecanismos algébricos que utilizam para resolver a questao.

O cendrio descrito acima sugere que as disciplinas de Célculo Diferencial e Integral e
de Andlise Real, presentes na grade curricular dos cursos de Licenciaturas em Matemadtica em
nosso pais, ndo tém cumprido com os seus papéis na formacdo desses professores de
matematica. Ratificando este ponto de vista, Zuffi (1999, p.205) acrescenta que a forma como
o conceito de fungio tem sido apresentado nestas disciplinas (ou mesmo em Algebra, Algebra
Linear e Topologia) pouco tem contribuido para a ampliagdo ou enriquecimento das imagens
conceituais destes futuros professores de matematica da educagdo bdasica. As imagens
conceituais da nogdo de fungdo permanecem idénticas aquelas adquiridas em momentos

anteriores a carreira universitaria.

Portanto, tendo em vista o exposto acima, pode-se dizer que este minicurso tem, a
priori, como meta principal contribuir para o saber pedagdgico de contetido (SHULMAN,
1986) do professor de matematica sobre fungdes reais. Em linhas gerais as atividades
propostas neste minicurso tém os seguintes objetivos especificos: correlacionar o estudo das
sequéncias numéricas com o estudo de fungdes reais; reconhecer o comportamento
variacional de algumas fungdes elementares a partir de estudo de sequéncias numéricas
associadas; analisar o dominio da fungdo a partir do seu significado e da observacido da
variavel independente no contexto do problema (independente da determinagdo a priori da
expressdo analitica da func¢do); determinar a funcdo que modela um problema proposto;
determinar os pontos 6timos (de maximo ou de minimo) da fun¢do que modela o problema.
Assim, com essa perspectiva, foram concebidos trés classes de objetos de aprendizagem,
considerando o uso de planilhas e softwares de matematica dinamica. Na proxima seg¢ao,

passamos a descrever os objetos construidos para este minicurso.
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2. Breve descricao dos Objetos de Aprendizagem

Os objetos a serem apresentados foram produzidos com o software de geometria
dinamica Geogebra e a planilha eletronica Excel e consideram os seguintes temas do ensino
basico de matematica: (i) estudo de sequéncias numéricas (PA, PA de segunda ordem e PG);
(i1) caracterizagdo das variacdes das funcdes afim, quadratica e exponencial, por meio de

sequéncias numeéricas; (iii) resolucdo de problemas de otimizacdo em contextos geométricos.

2.1 — Sequéncias numéricas

A primeira classe de objetos tem como objetivo possibilitar que o aluno se aproprie da
estrutura das sequéncias numéricas elementares (PA, PA de segunda ordem, ou PG). Uma vez
escolhidos a razdo das progressodes (seja ela PA, PA de segunda ordem, ou PG) e um termo
inicial (¢ o segundo termo, no caso da PA de segunda ordem), o participante devera
determinar os dez primeiros termos da sequéncia. O programa sinaliza as escolhas incorretas,
possibilitando que se faca as devidas corre¢des durante o processo. Além disso, a cada
registro, o aplicativo representa graficamente a sequéncia numérica indicada, unindo seus
pontos por linhas tracejadas (janela esquerda da figura 1). Ao final, pode-se verificar a
resposta (janela direita da figura 1), visualizando-se também a funcdo caracteristica associada

a cada uma das sequéncias.

COMPORTAMENTO GRAFICO DA PROGRESSAO ARITIMETICA
ATIVIDADE

Razao:
(Diferenca)
Os 10 Os 10
primeiros Razao primeiros Razio
termos: : termos:

Figura 1 — Tela do aplicativo sobre progressdo aritmética
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2.2 — Caracterizagoes das funcoes afim, quadratica e exponencial

A segunda classe de objetos de aprendizagem tem como objetivo caracterizar as
fungdes afim, quadratica e exponencial a partir de suas relagdes com progressdes aritméticas
constituidas nos seus dominios. A fun¢do afim ¢ caracterizada entdo com a fungdo que
“transforma PA em PA”; a fun¢do quadratica, como a que “transforma PA em PA de segunda
ordem” (figura 2); e a fungdo exponencial, como a que “transforma PA em PG”. Para o
estudo de cada uma dessas familias de fun¢des (afim, quadratica e exponencial) utiliza-se um
aplicativo. Em cada um dos aplicativos, pode-se escolher os pardmetros que definem a
fungdo, o termo inicial e a razdo da PA constituida de pontos do dominio da fungdo. Por
variagdo dos parametros — e observacdo direta dos registros apresentados pelo software —
espera-se que o usudario participante crie a conjectura de que a regularidade observada se

verifica para quaisquer PA e fun¢do da familia escolhidas.

COMPORTAMENTO GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA E SUA RELACAO COM A PA DE 2° ORDEM
ATIVIDADE

IReIagSo grafica entre uma funcdo quadratica e uma PA de 22 ordem

Lembrando: Fungdo Quadrética: f(x) = ax?+ bx+¢ |

[V e==Funcio Quadratica [v ® PAde 2%ordem

Escolha os parametros a, b e ¢ da fungdo, o valor inicial x ; € a razdo Ax da progressdo
aritimética x ,, nos eixos das abscissas. Observe o que acontece com os valores de y , = f{x ,,) .

Valor de a: 1 r o r ¥ &£ 5 6
Valor de b: 0 xa] 10 1 20 30 | 40 | 50 | 60
Valor de c: feew:| 10 1 40 90 250
Valor dex;: 1 AV foen=A9)-ficn)z] 30 © 50 1 70 90

Valor de Ax: 1
VOLTAR AO
MENU

Figura 2 — Tela do aplicativo para o estudo da fungdo quadratica

2.3 — Problemas de otimizacio

Esta classe de objetos de aprendizagem consiste de cinco atividades interativas,
construidas com o Geogebra (um software de matematica dindmica) em contextos
geométricos. Cada aplicativo possui uma janela que apresenta o contexto geométrico do
problema, permitindo que o usudrio interaja com os elementos do cendrio, e outra (que pode
estar visivel ou ndo), que faz o registro grafico das variagdes das grandezas envolvidas no
problema, conforme a interacdo estabelecida pelo usudrio com a primeira janela. Para cada
situacdo proposta pede-se o dominio, os pontos 6timos (se houver) e a expressao analitica da
fun¢do que modela o problema. Cada participante receberd uma folha contendo o enunciado

impresso dos problemas e os respectivos aplicativos construidos com o Geogebra.
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Na figura ao lado estao representados uma
casa (ponto C, no eixo oy). uma horta
determinar um ponto M na margem do rio
de modo que a soma das distancias CM e
MH seja a menor possivel. Seja “x” o
numero que indica a posicdo do ponto M

distancias CM e MH.

a) Determine valor S em funcao de x.

b) Determine o dominio da funcéao.

c¢) Para que valor de X, o valor de S &
minimo?

Figura 3 — Versdo escrita da atividade 4 da classe de problemas de otimizagéo.
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Figura 4 — Tela do aplicativo para o estudo da atividade 4 da classe de problemas de otimizagao.

3. Metodologia e consideracdes finais

O minicurso sera realizado em formato de estudo dirigido, cabendo ao professor
palestrante, junto com sua equipe de bolsistas, a orientacdo dialogada e simultdnea das
atividades com os participantes. Cada participante recebera uma pequena apostila fornecida
pelo professor contendo as atividades a serem realizadas. O grupo sera divido em pequenos

grupos, de trés ou quatro participantes, tendo cada grupo a assisténcia, quando for o caso, do

professor ou de um dos membros da equipe, de forma itinerante.

Inicialmente o professor palestrante fard breve introdugdo ao tema (cerca de quinze
minutos), apresentando também a proposta do minicurso. Em seguida o professor realizara
junto com o grupo de participantes as atividades sobre sequéncias numéricas (PA, PA de

segunda ordem e PQ), utilizando-se da primeira classe de objetos de aprendizagem produzido
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com o Excel. Para cada atividade serd escolhido um elemento de cada grupo de participantes.

Para a realizacdo desta atividade estima-se o tempo de trinta minutos.

Ap0s esta etapa, o professor palestrante apresentard, utilizando-se da segunda classe
de aplicativos construidos com o Excel, as caracterizacdes das func¢des afim, quadratica e
exponencial, utilizando-se da mesma metodologia empregada na etapa anterior. Pretende-se,
de forma dialogada com o grupo, tirar dos proprios participantes os resultados pretendidos.

Para esta etapa estima-se também o tempo de trinta minutos.

Na etapa seguinte, serd dado um problema (ndo fornecido no corpo desta proposta por
limitacdo de espaco) em que os participantes terdo que resolver identificando a fungdo que
serve como modelo. Cada grupo resolverd apenas um problema (envolvendo funcdo afim ou
quadréatica). Apos tempo de 15 minutos, destinado para a resolu¢do do problema, serd feita

uma resolug¢do comentada pelo professor palestrante de 10 minutos.

Ao final do minicurso, serdo realizadas as cinco atividades da terceira classe de
objetos de aprendizagem. Cada grupo terd quinze minutos para resolver apenas um dos cinco
problemas de otimizagdo com contextos geométricos, tendo em mados apenas a Vversao
impressa do mesmo. A distribuicdo das questdes para os grupos serd realizada de forma
aleatoria. Apos esse tempo, sera feita uma resolucdo comentada pelo professor palestrante de
cada uma das cinco questdes, de forma dialogada com os representantes de cada grupo que
resolveu a questdo correspondente. Estima-se para essa etapa o tempo de cinquenta minutos.
No encerramento serd feita uma avaliagdo plendria do minicurso, com duracdo prevista de

quinze minutos.

Para realizacio do minicurso imaginam-se duas formas de abordagem: (i) em um
laboratorio de informatica — Nesta modalidade, as atividades, copiadas em um unico
diretério, serdo disponibilizadas para os participantes nos computadores do laboratério. De
acordo com o numero de maquinas disponiveis no laboratdrio, os participantes poderdo ser
organizados em duplas. Para a execucdo das atividades serdo necessarios que os programas
Geogebra e Excel estejam instalados. Precisa-se também de um projetor multimidia para a
apresentacdo do professor palestrante, caneta e quadro branco; (ii) em sala de aula. Nesta
modalidade o professor palestrante precisard de um projetor multimidia, caneta e quadro
branco. Neste caso ¢ fortemente recomendado que os participantes levem seus notebooks.

Destaca-se, entretanto, que este ndo ¢, e nem deve ser, um impedimento para a inscri¢do do
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participante no minicurso. A metodologia a ser utilizada absorve esta dificuldade aparente.

Para qualquer um dos casos, recomenda-se um limite de trinta participantes inscritos.

E para finalizar este texto, cabe destacar que as atividades interativas aqui propostas
destinam-se, sobretudo, a ampliar o saber pedagdgico de conteudo do professor de
matematica com respeito ao tema, oferecendo opgdes didaticas oportunas para uma

abordagem dindmica do ensino de fung¢des na educacao basica.
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