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Resumo:

Este trabalho ¢ parte de uma pesquisa de Mestrado Académico, em andamento, que procura
investigar e explicar as demonstragcdes de Teoremas de Regiomontanus (1436-1476) com os
movimentos dindmicos do sofiware GeoGebra. A pesquisa se dedica a uma andlise do Livro I
da obra De Triangulis no qual encontram-se Teoremas cujas demonstragdes envolvem
construcdes de tridngulos, satisfeitas algumas condi¢des dadas. Neste trabalho, apresenta-se a
exploragdo dindmica do Teorema 40 na qual se verifica a necessidade de percorrer os
diferentes papéis da demonstragdo descritas por alguns autores e a importancia da utilizagao
de um software como instrumento de investigagdo. Nesse caso foi possivel identificar, por
meio da funcdo de descoberta, que algumas possibilidades ndo estavam contempladas na
demonstragdo de Regiomontanus. Assim, procedimentos semelhantes de investigacdo de
outras situacdes, se configuram como possibilidade a ser explorada na pratica docente.
Palavras-chave: Regiomontanus, Demonstracdo, Geometria, GeoGebra.

1. Introduciao

Este trabalho ¢ parte de uma pesquisa de Mestrado Académico, em andamento, que
procura investigar teoremas de Regiomontanus (1436-1476) e suas possiveis generalizagdes

pelos movimentos dindmicos permitidos pelo sofiware GeoGebra.

Os softwares dinamicos de Geometria possibilitam a elabora¢cdo de conjecturas a partir
de verifica¢des indutivas. Se a verificagdo ndo for suficiente para motivar a busca de uma
demonstra¢do, o desafio de tentar explicar o porqué de um resultado especifico ser verdadeiro

pode despertar a curiosidade para a constru¢do de uma demonstracao (VILLIERS, 2001).

E de extrema importincia entender a funcio de uma demonstracio no ensino de
Matematica e, especialmente, da Geometria. De acordo com Villiers (2001, p. 32), a

demonstragdo possui diversas fungdes:

e Verificagdo (dizendo respeito a verdade da afirmacgao);
e Explicacdo (fornecendo explicagdes quanto ao facto de ser verdadeira);
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e Sistematizacdo (a organizagdo dos vdérios resultados num sistema
dedutivo de axiomas, conceitos principais e teoremas);

e Descoberta (descoberta ou invencao de novos resultados);

e Comunicag¢do (a transmissdo do conhecimento matematico);

e Desafio intelectual (a realizacdo pessoal/gratificagdo resultantes da
construcdo de uma demonstragao).

Serdo investigados os caminhos das demonstragdes, de alguns teoremas, realizados por
Regiomontanus, na tentativa de verificar e explicar, por meio do dinamismo do GeoGebra, os

resultados obtidos, com a possibilidade de novas descobertas segundo Villiers (2001).

Uma demonstracdo ndo tem como Unico resultado verificar a conjectura que se esta
tentando provar pois, pode conduzir os matematicos por caminhos que possibilitardo a
construcdo de novos conceitos e teorias como se pode constatar nos exemplos citados por

Villiers (2002).

Além disso, segundo Almouloud et al. (2008, p. 242), € necessario realizar “reflexdes
mais aprofundadas a respeito das concepgdes dos professores, ndo apenas sobre o que ¢
demonstracdo, mas também sobre o que ¢ explicar, argumentar e provar” e promover
mudangas nestas concepcdes. Assim, os professores estardo preparados “para ensinarem seus

alunos a raciocinar, argumentar, provar ¢ demonstrar” (AMOULOUD et al, 2008, p. 243).

Existe uma falsa impressio de que matemadticos apenas resolvem problemas
previamente conhecidos, porém, ao contrario disso, muitas vezes eles criam e resolvem
problemas a partir de seus estudos e reflexdes (VILLIERS, 1997). Uma possivel causa desta
impressdo ¢ que, de acordo com Villiers (1997, p. 15, tradu¢do do autor), “existe uma
tendéncia entre os matematicos de divulgar somente seus resultados finais de forma clara e
organizada, sem discutir ou refletir sobre o processo de descoberta ou investigacdo da

demonstra¢do” deste resultado.

Segundo Ponte, Brocado e Oliveira (2003, p. 23) “o conceito de investigagcdo
matematica, como atividade de ensino-aprendizagem, ajuda a trazer para a sala de aula o
espirito da atividade matemadtica genuina, constituindo, por isso, uma poderosa metafora

educativa”.

Ja os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica para o Ensino Fundamental

orientam, quanto aos recursos da Historia da Matematica, que:
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Ao revelar a Matemdtica como uma criagdo humana, ao mostrar
necessidades e preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes momentos
histéricos, ao estabelecer comparagdes entre 0s conceitos € processos
matematicos do passado e do presente, o professor tem a possibilidade de
desenvolver atitudes e valores mais favoraveis do aluno diante do
conhecimento matematico (BRASIL, 1997, p. 34)

Deste modo, o professor de Matematica pode propor atividades de investigagdo com

base em resultados matematicos historicamente comprovados.

O objetivo deste trabalho ¢, com a utilizacdo do GeoGebra, obter uma interpretacao
visual de fatos matemadticos observados, vivenciados e demonstrados por Regiomontanus por
meio de construgdes geométricas a partir das demonstragdes apresentadas pelo autor e
verificar quais fun¢des da demonstracao segundo Villiers (2001) podem ser identificadas pela

movimentac¢do dos pontos da construcao obtida no software.

Importante observar que deve haver um cuidado para ndo ser levado ao erro por
desconsiderar casos especiais (ABAR, 2011). Ainda segundo Abar (2011, p. 4), “construgdes
complicadas demoram muito tempo para serem feitas com o uso de compasso e régua e com a
utilizacdo de um software de Geometria Dindmica uma constru¢do incorreta ¢ menos provavel

de ser obtida”.

2. Regiomontanus e a obra De Triangulis

Johann Miiller von Konigsberg (1436-1476), conhecido também como
Regiomontanus, se dedicou aos estudos em Matematica, Astronomia e Cosmologia. Seus
tratados foram de grande relevancia para a Matematica da época, por exemplo, ele concluiu o
Epitome do Almagesto de Ptolomeu (trabalho iniciado por Peuerbach) que tinha por objetivo
facilitar a compreensdo desta obra fundamental da Astronomia. Além disso, escreveu a obra
De Triangulis Omnimodis Libri Quinque (escrita por volta de 1464 e publicada postumamente
em 1533) que possui grande relevancia na Historia da Matematica, por tratar da primeira a

abordar a Trigonometria de modo independente da Astronomia na Europa (PEREIRA, 2010).
De acordo com Pereira (2010), a obra De Triangulis foi escrita quando, ao terminar o

Epitome do Almagesto, em 1462, Regiomontanus sentiu a necessidade de
escrever regras sobre Tridngulos que seriam tuteis aos leitores do Epitome.
Peuerbach ja havia pensado nisso, porém sua morte prematura o impediu de
fazé-lo. (PEREIRA, 2010, p. 41).
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A obra pode ser apreciada na versdo original (editada por John Petreus) com uma
traducdo para o inglés no livro de Barnabas Hughes (1967) e na sua tradu¢do para o portugués

nos anexos da tese de doutorado de Ana Carolina Costa Pereira (2010).

O trabalho de Regiomontanus ¢ dividido em cinco livros, sendo os dois primeiros

dedicados a Trigonometria Plana e os trés tltimos a Trigonometria Esférica.

A pesquisa se dedica a uma analise do Livro I no qual encontram-se Teoremas sobre a
constru¢do de triangulos, satisfeitas algumas condicdes dadas e de onde emerge a questdo:
quais fungoes da demonstragdo, segundo Villiers (2001), podem ser identificadas nas
construgoes geométricas de teoremas de Regiomontanus e com os movimentos dindmicos

permitidos GeoGebra?

3. O Primeiro Livro

No Primeiro Livro, encontram-se as definigdes e axiomas que possibilitardo as
demonstragdes realizadas nos teoremas subsequentes. Os Teoremas 1 a 19 desse livro tratam
de conceitos de grandezas e razdes e os Teoremas 20 a 57 de propriedades e construcdes

geométricas de triangulos retangulos, isosceles e escalenos, objetos de nossa investigacao.

Selecionamos, para este trabalho, o Teorema 40 (Figura 1) para discutir a relevancia
da utilizacdo do GeoGebra como instrumento de investigacdo das fun¢des da demonstracao

no respectivo teorema.

Teorema 40. Se a medida de uma das alturas de um tridngulo isosceles e a medida de
um de seus lados forem conhecidas, entdo as medidas dos demais lados podem ser

determinadas (HUGHES, 1967, p. 83, tradugio do autor)'.

O enunciado do teorema tem como hipdtese que duas medidas sdo conhecidas: de uma
das alturas de um triangulo isdsceles e de um de seus lados. Serdo considerados AD, BE e CG
respectivamente as alturas relativas aos lados BC, AC e AB do tridngulo isésceles AABC de

base BC.

' Theorem 40. If the perpendicular of an isosceles triangle is given, then either the side can be found
when the base is known or the base can be found when the side is known (HUGHES, 1967, p. 83,
tradugdo do autor).
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Figura 1 — Teorema 40
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hypothefi,& d ¢ medietasipfius b c.quare per 19
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2qualisipfi a b quare& a ¢ nora, & per tertia aut -
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rationebdius non morabimur,quam quidem ex operibus praallegatarum ppos
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Fonte: HUGHES, 1967, p. 82 e 84 — adaptado

Quadro 1 — Demonstracao do Teorema 40

Demonstracao Justificativa apresentada | Constru¢do no GeoGebra

Funcao de
Sistematizacao segundo

Villiers (2002)
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Sejam AD, BE e CG
respectivamente as alturas
relativas aos lados BC, AC e
AB do tridngulo isosceles

AABC de base BC.

Caso 1. Suponha que a

medidas de AD e BC sdo

Pelo Teorema 26 e por

definigdo de triangulo

Construir um segmento BC com a

medida conhecida; determinar seu

as medidas de BE (ou CG) e
BC sdo conhecidas. Entdo, o
angulo <C ¢ comum aos dois
triangulos retangulos ABEC e
AADC e, consequentemente,
os triangulos possuem o0s

mesmos angulos (Figura 2).

Livro I dos Elementos

de Euclides’.

Assim, a razao de EC para
CD sera como a razdo de BC

para CA onde as medidas de

EC e BC sdo conhecidas por

Pela Proposicao 4 do
Livro VI dos Elementos

de Euclides®.

conhecidas. Entdo, a medida | isosceles. ponto médio D (por onde passara a
de DC sera metade da altura relativa ao vértice A);
medida de BC. Logo, a determinar o ponto A na reta
medida de AC pode ser perpendicular a BC passando por
determinada e AB sera D de modo que AD tenha a
congruente a AC (Figura 1). medida da altura conhecida; obter
o triangulo AABC.
Caso 2. Suponha, agora, que | Pela Proposi¢do 32 do Construir um segmento BC com a

medida conhecida; construir a
circunferéncia de centro B e raio
igual a medida da altura; obter
uma das tangentes a circunferéncia
passando por C e marcar o ponto
de tangéncia E; obter a mediatriz
de BC e marcar o ponto A de
intersec¢ao da mediatriz com uma
das retas tangentes; obter o

triangulo AABC.

* Teorema 26. Se as medidas de dois lados de um tridngulo retingulo forem conhecidas, entdo a
medida do terceiro lado podera ser determinada (HUGHES, 1967, p. 65, traducdo do autor).

? Proposicdo 32.1: Tendo sido prolongado um dos lados de todo triAngulo, o 4ngulo exterior ¢ igual aos
dois interiores € opostos, e os trés angulos interiores do tridngulo sdo iguais a dois retos. (BICUDO, p.

122, 2009)

* Proposicdo 4.VI: Os lados a volta dos 4ngulos iguais dos tridngulos eqiiilateros estio em proporg¢io, e
os que se estendem sob os dngulos iguais sdo homdlogos. (BICUDO, p. 235, 2009)
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hipotese e a medida de DC ¢
metade de BC.

Consequentemente, a medida

de AC pode ser determinada.

Pelo Teorema 19°.

Caso 3. Suponha, agora, que
as medidas dos segmentos
BE e AB sdo conhecidas.
Logo, as medidas dos
segmentos AC e AE podem

ser determinadas (Figura 3).

Por defini¢do e pelo

Teorema 26.

Tem-se ainda que a medida

de EC pode ser determinada.

Pelo Teorema 3% ou 4.

Como as medidas dos lados
BE e EC do ABEC retangulo
sdo conhecidas, a medida de
BC também sera
determinada. Além disso,
como ja foi explicado, uma
perpendicular pode revelar a

outra.

Pelo Teorema 26.

Construir um segmento AB com a
medida conhecida; construir a
circunferéncia de centro A e raio
AB; construir a circunferéncia de
centro B e raio igual a medida da
altura obtendo uma das tangentes a
ela passando por A e marcar o
ponto de tangéncia E; marcar o
ponto C de intersec¢do da tangente
com a primeira circunferéncia
construida; obter o tridngulo

AABC.

Fonte: elaborado pelo autor

Observa-se que a demonstracdo de Regiomontanus contempla trés casos onde sdo

conhecidas algumas medidas conforme segue:

> Teorema 19: Se, de quatro quantidades proporcionais, trés sio conhecidas, a quarta que resta também
serd conhecida (PEREIRA, 2010, p. 114).
% Teorema 3: Se vérias quantidades sdo dadas em termos uma da outra, sua soma pode ser encontrada

(PEREIRA, 2010, p. 94).

" Teorema 4: Quando duas quantidades desiguais forem dadas em termos uma da outra, sua diferenga
pode ser encontrada (PEREIRA, 2010, p. 95).
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e Caso 1: AD e BC (Figura 2);

Figura 2 — Caso 1

A1

@D

Fonte: elaborada pelo autor no GeoGebra

e C(Caso 2: BE e BC ou CG e BC (Figura 2);

Figura 3 — Caso 2

E1
»

Fonte: elaborada pelo autor no GeoGebra

e (aso 3: BE e AB (Figura 3).

Figura 4 — Caso 3

Fonte: elaborada pelo autor no GeoGebra
Neste momento se observa a fun¢do de verificagdo segundo Villiers (2002)
Com o uso do software GeoGebra foi possivel notar que, para cada um dos casos,

existem dois tridngulos congruentes que podem ser construidos nessas condigdes.
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As construgdes foram realizadas como indicado na terceira coluna do Quadro 1,
utilizando ferramentas e objetos matematicos ndo especificados na demonstracao do Teorema,
a saber: retas perpendiculares e paralelas para construcdo das alturas (régua) e circunferéncias
para construcao dos tridngulos isosceles (compasso), caracterizando a fung¢do de explicagao

Nesse momento a funcdo de descoberta (VILLIERS, 2002) se configura para este
teorema, pois com o auxilio do software, foi possivel observar que a verificagdo seria andloga
a do Caso 3 se as medidas de CG e AC fossem conhecidas. Todavia, dois novos casos se
evidenciaram onde s3o conhecidas as medidas dos segmentos:

e C(Caso 4: AD e AB (ou analogamente AD e AC) (Figura 4);
e C(Caso 5: AB e CG (ou analogamente AC e BE) (Figura 5).

No Caso 4, foi novamente constatado que dois tridngulos congruentes podem ser

construidos nessas condigoes:

Figura 5 — Caso 4

C2

C1

Fonte: elaborada pelo autor no GeoGebra

No entanto, no Caso 3, ficou claro que as condi¢des propiciam a constru¢do de dois
triangulos ndo congruentes. Esse fato evidencia a importancia da investigacdo por meio do

dinamismo e movimento permitido, nesse caso, pelo sofiware GeoGebra.

Figura 5 — Caso 5

Fone: elaborada pelo autor no GeoGebra

XIl Encontro Nacional de Educagao Matematica
ISSN 2178-034X



v
\\:1\, Educacao Matematica na Contemporaneidade: desafios e possibilidades =\/
\\\EN EM S3o Paulo — SP, 13 a 16 de julho de 2016

\ Soc‘iet‘:lad(
\\\\\\\\ COMUNICACAO CIENTIFICA B eaas

‘ncontro Nacional de Educagdo Matematica Matematic

4. Consideracoes Finais

Villiers sugere que os alunos sejam iniciados nas varias fun¢des da demonstragao
numa sequéncia (Explicacio — Descoberta — Verificagdo — Desafio Intelectual —
Sistematizacdo) ndo de uma maneira estritamente linear, mas numa espécie de espiral em que
funcdes ja introduzidas sdo retomadas e ampliadas (VILLIERS, 2001). Seguindo esta
sequéncia, ¢ possivel “(re)descobrir” o resultado proposto por Regiomontanus no Teorema 40
do Livro I da obra De Triangulis e, mais do que isso, verificar novas possibilidades nao
indicadas pelo autor na época o que indica a importancia em atender as indicacdes de Villiers

(2002) quanto as fung¢des da demonstragdo

Num processo de investigagdo matemadtica em sala de aula, como propdem Ponte,
Brocardo e Oliveira (2003), cuja tematica fosse o teorema citado; o desafio intelectual de
representar geometricamente os diferentes casos possiveis a partir das hipoteses e identificar

situacdes ndo previstas poderia instigar o estudante a novos estudos e indicar que

(...) se trabalhe para desenvolver a argumentacdo, de modo que os alunos
ndo se satisfagam apenas com a produgdo de respostas a afirmagdes, mas
assumam a atitude de sempre tentar justificd-las. Tendo por base esse
trabalho, pode-se avancar no quarto ciclo para que o aluno reconhega a
importancia das demonstracdes em Matemadtica, compreendendo provas de
alguns teoremas (BRASIL, 1998, p. 71).

O software foi uma ferramenta importante para auxiliar na constru¢do de argumentos a
respeito do teorema citado, pois foi por meio da movimentagdo dos pontos que se constatou

que alguns casos ndo estavam contemplados na demonstragao.

A riqueza da demonstracdo de um teorema ndo reside somente na prova da tese nele
contida, mas na matematica que ¢ desenvolvida pelas tentativas de demonstragdo, pois “uma
dada conjectura ser ou nao verdadeira ¢ muitas vezes uma questdo irrelevante em matematica”
(VILLIERS, 2002, p. 1), a exemplo da demonstragio do Ultimo Teorema de Fermat

demonstrado por Andrew Wiles pode-se dizer que

O valor real do que Wiles e os seus colaboradores fizeram ¢ muito maior do
que a mera demonstragdo de uma conjectura excéntrica. A importancia da
demonstracdo do ultimo teorema de Fermat reside na abertura de novas
possibilidades para a matematica. ... O valor da demonstragdo de Wiles ndo
estd naquilo que demonstra, mas naquilo que torna acessivel, no que
possibilita (ROTA, 1997, p. 190 apud VILLIERS 2002, p. 2).
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Nesta linha de pesquisa outros teoremas de Regiomontanus estdo sendo estudados
dinamicamente com a utilizacdo do GeoGebra e novas descobertas t€ém se revelado, o que

sugere uma possibilidade a ser explorada na pratica docente.
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