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Resumo:

Este trabalho, desenvolvido no ambito da disciplina Historia da Matematica do curso de
graduagdo em Matematica da Faculdade de Ciéncias Integradas do Pontal da Universidade
Federal de Uberlandia, tem como objetivo apresentar uma breve investigacdo historica sobre
as coOnicas de Apolonio de Perga: parabola, hipérbole e elipse. Apresenta-se neste trabalho
uma breve introducdo sobre a origem das conicas de Apolonio em seguida, sdo realizados o
tratamento geométrico e alguns assuntos abordados em sua obra “As Cénicas” e algumas
aplicacdes.

Palavras-chave: Apolonio de Perga; Parabola; Elipse; Hipérbole.

1. Introduciao

Trés grandes nomes da matematica, especificamente do século III a.C., sdo Euclides,
Arquimedes e Apolonio. Este Gltimo, juntamente com seu trabalho acerca das conicas, € o
tema desse artigo. Nasceu no sul da Asia Menor, por volta de 262 a.C., em Perga e morreu por

volta de 190 a.C. (EVES, 2004).

Nesse trabalho, as autoras apresentam uma breve introdugdo sobre a origem das

conicas de Apolonio.

As conicas: elipse, hipérbole e pardbola tém suas exposi¢des gerais conhecidas antes
da ¢época de Euclides (325 — 265 a.C.). A propriedade descoberta por Apolonio
(aproximadamente entre os anos 262 a 190 a.C.) foi que, ndo € necessario realizar os cortes
dos cones por planos perpendiculares a geratriz, basta variar a inclinagdo do plano da secao.
Provou também que o cone ndo precisa ser reto, podendo ser obliquo ou escaleno, pois antes
de Apoldnio, acreditava-se que as conicas eram obtidas conforme o angulo no vértice do cone
fosse agudo, obtuso ou reto. E foi o responséavel por substituir o cone de uma folha pelo de
duas folhas; com isso, a hipérbole passou a ser entendida como uma curva de dois ramos

como ¢ determinada nos dias de hoje.
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Dos muitos tratados de Apoldnio, apenas dois se preservaram em grande parte, o
Dividir segundo uma razdo e As Conicas. Este ultimo composto por oito volumes com,
aproximadamente 400 proposicdes, sendo que da sua obra original resistiram sete volumes e ¢
considerada juntamente com Os Elementos de Euclides uma das maiores obras no campo das

secdes conicas. Porém, este estudo de Apolonio superou o que ja havia sido desenvolvido por

Euclides, Aristeu e seus antecessores.

As segdes conicas antes de Apolonio eram dadas pelos cortes obtidos por um plano

perpendicular a reta geratriz VN conforme mostra a tabela 1:

Tabela 1: Conicas antes de Apolonio

Definicao Representagdo geométrica

Figura 1: Pardbola

Pardabola: / AN
secdo obtida P‘,--"” 2 N\,
o oV,
no cone A L/ \
retangulo. w10/ AN
AN \.
4 ‘,./ 1“ D

Fonte: LOPES, F. J., 2011

Figura 2: Elipse

Elipse: secao
obtida no
cone
acutangulo.

Fonte: LOPES, F. J., 2011
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Figura 3: Hipérbole

B
Hipérbole: 3 ]
se¢do obtida 7
no cone e o
obtuséngulo. ¥ A
S

Fonte: LOPES, F. J., 2011

Para os trés tipos de cones representados na figura conclui-se que:
MD KD
KD ND'
Nota-se que: AB ¢ o corte do plano perpendicular a geratriz do cone; K ¢ um ponto
arbitrario sobre a curva obtida na intersec¢@o do plano com o cone; e D € a projeg@o ortogonal

de K sobre a reta que passa por AB. Desta forma temos que a reta que contém o segmento KD

¢ perpendicular ao plano do tridngulo gerador.

Considere o plano que contém o segmento KD e que seja perpendicular a VW. Este
plano determinard uma se¢ao circular cujo didmetro serd designado por MN (figuras 1, 2 e 3).
Como MN estd contido no plano do triangulo gerador, conclui-se que o segmento KD ¢

perpendicular a MN no ponto D. Os pontos M, K e N determina um tridngulo retdngulo em K.

Figura 4: Sec¢ao circular

K
Fonte: LOPES, F. J., 2011.
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O triangulo AMKN ¢ semelhante aos triangulos AMDK ¢ ANDK. Como os triangulos

AMKN e ANDK sdo semelhantes, entdo

MD KD

— =— = KD?*= MD-ND.

KD ND

Para cada tipo de curva € possivel encontrar essa relagao.

2. Definicoes de Apolonio

Definigdo. O triangulo axial ¢ o triangulo obtido no corte do cone a partir do vértice em seu

eixo por um plano, e na figura 5 ¢ denotado por AVCD.

Defini¢dao. O diametro da base do cone ¢ a interse¢do da base com o plano com o qual o cone

foi cortado, e esta representado na figura 5 por CD.

A parabola, a elipse e a hipérbole sdo definidas como as intersecdes dos planos que
cortam o segmento CD (didmetro) ou seu prolongamento sobre uma reta EF com o cone. A

reta AS ¢ a interse¢do dos cortes do plano com o triangulo axial. Dessa forma, com relacdo a

esse método obtemos:

Tabela 2: Conicas de Apoldonio

Definigdao

Representacio geométrica

Pardbola: caso em que AS ¢
paralelo ao lado do tridngulo
axial.

O nome “pardbola” vem do
grego paraboli, que significa
aproximacdo sem falta ou
€XCesso.

Figura 5: Pardbola 2
V

Fonte: LOPES, F. J., 2011.
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Elipse: caso em que AS

intersecciona dois lados do
triangulo axial.

O termo “elipse” foi originado
do  grego ellipis, que
corresponde a aplicagdo de
areas por falta.

Figura 6: Elipse 2

V

Fonte: LOPES, F. J., 2011.

Hipérbole: caso em que AS

intersecciona dois lados do
triangulo axial e 0
prolongamento do outro lado
oposto ao vértice V.

O termo “hipérbole” foi
originado do grego yperboli,
isto ¢, uma aplicacdo de areas
por excesso.

Figura 7: Hipérbole 2

Fonte: LOPES, F. J., 2011.

3. As Conicas

A obra As Conicas de Apoldnio apresenta varias descobertas relevantes, mas nao nos

cabe explicitar todos elas de forma completa entdo nos deteremos a citar algumas delas

mostrando em qual dos oito volumes foi retratada.

No livro I e II, o autor desenvolveu a teoria dos diametros conjugados onde mostrou

que os pontos médios de um conjunto de cordas paralelas a um didmetro de uma elipse ou

hipérbole formardao um segundo didmetro, os dois sendo chamados “didmetros conjugados”.

Tais diametros conjugados desempenham o papel dos eixos perpendiculares entre si que
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referimos a uma cOnica. Apolonio conhecia as propriedades da hipérbole referida as

assintotas como eixos, para a hipérbole equilatera.

No terceiro livro apresentou teoremas sobre sintese de lugares sélidos e determinagado
de limites onde apresentou uma teoria sobre o lugar de trés e quatro retas, “dadas trés retas
(ou quatro) de um plano, achar o lugar de um ponto P, que se move de modo que o quadrado
da distancia de P a uma delas seja proporcional ao produto das distincias as outras duas (ou,
no caso de quatro retas, o produto das distancias a duas delas é proporcional ao produto das
distancias as outras duas), as distancias sendo medidas em angulo dados com relagcdo as
retas”. Esse problema ¢ muito importante na histéria da matematica, pois foi com ele que

Descartes pds a prova a sua geometria analitica.

O livro IV de As Conicas ¢ apresentado a demonstracdo “de quantos modos as se¢des
de um cone se encontram”, e também provas de teoremas relativos a hipérbole como os
seguintes: se um ramo de uma hipérbole encontra os dois ramos de uma outra hipérbole, o
ramo oposto da primeira hipérbole ndo encontrara nenhum dos ramos da segunda em dois
pontos. E também que se uma hipérbole ¢ tangente a um dos ramos de uma segunda hipérbole
com sua concavidade em sentido oposto, o ramo oposto da primeira ndo encontrard o ramo

oposto da segunda.

No quinto livro trata teoremas relativos a retas maximas e minimas tragadas a uma

conica que na verdade podem ser interpretados como teoremas sobre tangentes e normais.

O sexto livro de Apoldnio ¢ descrito por Apolénio como contendo “segmentos de
cOnicas iguais ou desiguais, semelhantes e dessemelhantes”. Entre as proposigdes provadas
temos as que afirmam que todas as parabolas sdo semelhantes (VI.11) e que uma pardbola nao
pode ser semelhante a uma elipse ou hipérbole nem uma elipse a uma hipérbole(VI.14,
VI.15). Outras proposicdes (V1.26, V1.27) provam que se um cone qualquer ¢ cortado por dois
planos paralelos em secdes elipticas ou hiperbdlicas, as segdes serdo semelhantes, mas nao

iguais.

Apolonio ndo nomeava os pontos que nos dias atuais sdo tidos como foco apenas se
referia a ecles indiretamente, a excentricidade ndo era relacionada a um valor numérico e

Apolonio apresenta o foco da pardbola como implicagdo em muitos de seus teoremas, mas
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ndo se sabe se o autor conhecia o papel da reta diretriz. Acredita-se que as omissdes

encontradas nas obras de Apolonio tenham sido tratadas em obras anteriores perdidas.

Comparado aos estudos sobre curvas dos dias atuais o que Apoldonio fez fica em
posicao desfavoravel, mas em alguns pontos sdo muitos semelhantes aos modernos como ¢
possivel observar nos exemplos retratados anteriormente. E que se este matematico conhecido
como o maior gedmetra da antiguidade tivesse a sua disposicdo todas as ferramentas que os
matematicos criadores da teoria de Geometria Analitica, e ndo s a algebra geométrica, seria

capaz de desenvolver toda a Geometria Analitica.

4. Consideracoes Finais

O trabalho correspondente foi realizado parcialmente no ambito da disciplina Historia
da Matematica onde a professora propds que escolhéssemos um tema que nos instigassem

curiosidades em conhecer seus pormenores.

As conicas s3o apresentadas na graduagdo em Matematica nos periodos iniciais, na
disciplina Geometria Analitica, entretanto ndo ¢ dado enfoque a sua origem e nem as devidas
honras ao seu criador, Apolonio de Perga. Neste sentido que decidimos abordar um estudo

sobre as conicas de Apolonio e algumas de suas caracteristicas.

Durante a execu¢do do trabalho elaboramos e apresentamos um protétipo do cone de
Apolonio que ¢ um importante instrumento de ensino das se¢des cOnicas. Segue algumas

imagens:
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Figura 8: Prot6tipo

Fonte: arquivo pessoal das autoras

Concluimos que se trata de um assunto estudado ha varios anos baseado em varios
conhecimentos ja adquiridos pelos matemadticos gregos e que possui vdrias aplicagdes
tecnologicas nos dias atuais, principalmente utilizando as propriedades de reflexdo observadas
nas superficies geradas pela revolugdo de uma parabola, elipse ou hipérbole, cada uma delas
em torno de seu eixo focal, como o espelho parabdlico usado em telescopios, entre outros

objetos que utilizam refletores elipticos e hiperbolicos.
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